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  :ביוון העתיקה על אחד הסלעים נחקק   

  !רוץ... ?     אתה רוצה להיות חזק                                

  !רוץ... ?       אתה רוצה להיות יפה                              

  !רוץ... ?    אתה רוצה להיות חכם                                 

ך בכל זאת קשה לך לפתור בעיות בגיאומטריה אנליטית ברמה של א... רצת ,    ואם רצת

        ?  מה תעשה– יחידות לימוד 5

  !קרא ספר זה

כי ,    ואם אף על פי שאתה מצליח לפתור בעיה בגיאומטריה אנליטית בכל רמת קושי

  –תתקל בעתיד בבעיה לא מוכרת , כבר ראית בעבר את הפתרון המלא של בעיה דומה

  ? מה תעשה

  !פר זהקרא ס

מומלץ שתקרא את  – יחידות לימוד 5   וגם אם אתה פותר בקלות כל בעיה ברמה של 

. הספר יקנה לך כלים חדשים שיועילו לך בעתיד. גם לך מצפות הפתעות רבות! הספר

  . אולי דווקא אתה תמצא בספר את מה שאחרים לא הצליחו לראות

                                       A jest'sA jest'sA jest'sA jest's prosperity lies in the ear prosperity lies in the ear prosperity lies in the ear prosperity lies in the ear    

                                             Of him that hears it, never in the tongue                                             Of him that hears it, never in the tongue                                             Of him that hears it, never in the tongue                                             Of him that hears it, never in the tongue    

                                             Of him that makes it.                                             Of him that makes it.                                             Of him that makes it.                                             Of him that makes it.1 

                                              

  

  

  

  

                                                
1  William Shakespeare, Love's Labour's Lost.   
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, קראתי סיפור שכתב, ולדימיר ארנולד,  בן זמננוהדגולבאחד הספרים של המתמטיקאי    

   .כפי ששמע אותו מפיו של חתן פרס נובל לפיזיקה יגור תם

במלחמת . כדי שתובהר כל התמונה,    אקדים ואתאר את הרקע ההיסטורי לסיפור

 שונים ביניהם גם צבא א כוחות צבלחמו, 1923-1917 יםהתרחשה ברוסיה בשנשאזרחים ה

של  חייליו .אנרכיהה  אתמלי סשנשא דגל שחור אשר ,ההתקוממות האוקראיני המהפכני

רוב . שעמד בראש הצבא נסטור מאכנו על שמו של, "מאכנוביסטים"נקראו צבא זה 

  .   היו איכרים אוקראינים"מאכנוביסטים"ה

, אז איש צעיר, אזרחים נפל תםה  בזמן מלחמת?ולסיפור זה  תםגור לחתן פרס נובל י   ומה

 סיפר שלמד בפקולטה למתמטיקה  שוביוכשחקרו אותו. "יסטיםבמאכנו" הבשבי

תם . טוריםה ביקשו ממנו לפתור בעיה מתורת , דובר אמת הואםוכדי לבדוק א, ולפיזיקה

   .  כך ניצלו חייופתר את הבעיה ו

 של היום תאוניברסיטאוהרי כמה מבוג: כשסיימתי לקרוא את הסיפור שאלתי את עצמי   

 והיו ,היו נשארים בחיים אילו היו נופלים בשבי של צבא איכרים אנרכיסטים אוקראינים

בוגרי את , הס מלהזכיר, ובכלל זה? מספרים בחקירה שיש להם תואר אקדמי זה או אחר

בעיקר בשל אפשרויות , 100 וקיבלו את הציון בגרותה אשר הצליחו במבחני ןתיכוה

במבחן שעמד בו תם הצעיר הייתה . עיות קשותשהיו במבחן ולא משום שפתרו בירה בחה

היו מוטים על לקבל יכל  היחידים ש"ציונים" ה! שום בחירה בו לא הייתה– רק בעיה אחת

  ". למוות"או " חיים" ל– כף המאזניים

ים  להצליח לא רק במבחנ,נכבדיםה יקוראי, כםספר תעזור לב הקריאהקווה ש   כולי ת

   .יכולת חשיבה מפותחת  בכל מבחן אחר הדורשאלא גם, במתמטיקה

  

  

  ,מהנהקריאה 

 ר מיכאל בלאוסוב"ד
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  הקדמה

  

  :זם מסופר על תלמיד שבא אל מורה זן ושאלבודהי ןזֶ    באחד ממשלי ה

אנשים חכמים וגם , קיימים אנשים יפים וגם אנשים מכוערים, אדוני המורה, למה לדעתך"

הרי אין זה ?  ברא חלק מהאנשים יפים וחלק מהאנשים מכוערים' למה ה? אנשים כסילים

, כיצד אפוא נוצר הבדל זה עוד בשחר ההיסטוריה. םבגלל מה שהם עשו בחייהם הקודמי

  "?כאשר עוד לא היה עבר

  :   המורה הביא את התלמיד לגן ואמר

למה אחד , בעבר ישבתי זמן רב מתחת לעצים אלו וחשבתי. הנה עץ גדול ולידו עץ קטן  "

עץ כעת אני יודע שזה . נעלמה השאלה, את השכל' זרקתי'אך כאשר ?  מהם גדול והשני קטן

  !"ואין שום בעיה.  קטן–גדול וזה 

   אם אחת ממטרותיו של תלמיד הזן היא ללמוד להשתיק ולנטרל את השכל שלא יפריע לו 

אזי על התלמיד הלומד מתמטיקה לפתח את שכלו וללמוד להפעיל אותו , לשקוע בעצמו

  .באופן היעיל ביותר לפתרון בעיות

מה לדעתכם קורה בראשו של ! ן שאלות אי–    ממשל זה למדים שאם השכל לא עובד 

  ?תלמיד שלא שואל שאלות

כאשר אתה רגוע נשימתך אטית , לדוגמה. קיים קשר הפוך בין תופעות רבות,     כידוע

פעל , אם אתה מודאג ורוצה להירגע; ואילו כאשר אתה מתרגש נשימתך נעשית מהירה

אני ממליץ . נשום לאטהתחל ל: בהתאם לקשר ההפוך שבין מצב הרוח למהירות הנשימה

  .  כאשר אינם מסוגלים להתרכז מרוב התרגשות, לתלמידים להיעזר בטריק זה בזמן מבחן

ואילו כאשר ,      כאשר השכל מתאמץ לפתור בעיה מורכבת כלשהי אזי מתעוררות שאלות

  .מאלצים את השכל למצוא את התשובה עליה, שואלים שאלה

אילו שאלות יכולות . יך לשאול את השאלה הנכונה   כדי שהשכל יפעל בכיוון הנכון צר

  ? יחידות לימוד5ברמה של , לעזור לפתור בעיות בגיאומטריה אנליטית

יש לציין שהשאלות !  עליכם לקרוא את הספר–       כדי לקבל תשובה לשאלה זו 

דומות במידה רבה לשאלות , כדי לפתור בעיות בגיאומטריה אנליטית, המומלצות לשואל

גם , כך למשל בשני הספרים". שיטות חשיבה בהנדסת המישור"צתי עליהן בספרי שהמל

מה ניתן לומר על ": נשאלת לעתים קרובות השאלה, ל וגם בספר נוכחי"בספרי הקודם הנ

שימוש בשאלות . ובחלק ניכר מן השאלות שאלתי כיצד מבצעים פעולה מסוג מסוים" ?...
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לנוחות ". כללי"ל" הפרטי"חק של ניגודים בין אלו הופך את פתרון הבעיה המתמטית למש

"  שאלות שעשויות לעזור למצוא את הדרך"הקוראים צירפתי לספר הנוכחי את הפרק 

  ."שיטות חשיבה בהנדסת המישור"מספרי 

: למשל לאחר ששואלים,   לאחר ששואלים כיצד מבצעים פעולה מסוג מסוים כלשהו

כיצד מוצאים את השיעורים "או " ?ם זה לזהכיצד מוכיחים ששני קטעים מסוימים שווי"

ולבחור מביניהן את , יש להיזכר בתשובות הקיימות לשאלות אלו" ?של נקודה מסוימת

ת הקשורו, התשובות האפשריות לשאלות מסוג זה. התשובה המתאימה לפתרון הבעיה

ואת , "שיטות החשיבה בהנדסת המישור"תוכלו למצוא בספרי , להנדסת המישור

  . תמצאו בספר הנוכחי, התשובות האפשריות לשאלות הקשורות לגיאומטריה אנליטית

תקל עליו הדרך ,    מי שידע להיעזר נכונה בשאלות שלעיל ובתשובות האפשריות עליהן

  –בור שלבים שונים שיהיו מוכרים לו היטב שכן הוא יע, למציאת פתרון לבעיה לא מוכרת

בספרי " ?... מה זה : "כך גם לגבי מי שישאל את השאלה. ומכאן קצרה הדרך לפתרון

 ?'מה זה':  כאשר חושבים על השאלה, לעתים: "כתבתי" שיטת חשיבה בהנדסת המישור"

   "?'...כיצד': מקבלים תשובה גם לשאלה

ובנוסף לתשובות האפשריות על , י להגיע אל הפתרון   בנוסף לשאלות אשר צריך לשאול כד

הוצעו לקוראים מספר , "שיטות חשיבה בהנדסת המישור"המופיעות בספר , חלק ניכר מהן

 5שיטות נוספות המאפשרות למצוא בקלות פתרונות לבעיות בהנדסת המישור ברמה של 

ור מספר רב ת לפתו המאפשרותיקבעצם מטרת הספר הייתה להציע טכנ. יחידות לימוד

  . בעיות כאלו

   מטרת הספר הנוכחי היא להציע טכניקות שבאמצעותן אפשר יהיה לפתור מספר רב של 

שימוש בטכניקה משמעו חזרה על .  יחידות לימוד בגיאומטריה אנליטית5בעיות ברמה של 

זו הסיבה לכך שגם בספרי הקודם וגם בספר זה מופיעים . אותן פעולות לעתים קרובות

  .ות רבים אותם ביטוייםבמקומ

אפשר למצוא לא רק את , "שיטות חשיבה בהנדסת המישור "-כמו גם בקודמו ,   בספרי זה

אלא גם , השאלות שצריכות להישאל כדי לפתור בעיה ואת התשובות האפשריות להן

אציג כאן שיטה המאפשרת לפתור בקלות יחסית , לדוגמה. שיטות נוספות לפתרון בעיות

  . אשר בקרב תלמידים נחשבות לבעיות קשות, מציאת מקומות גיאומטרייםבעיות רבות ל

חלק מהן מבוססות על .  המוצעות בספר הן פרי מחשבתישלא כל הטכניקות  יש לציין 

 ואת ,) (George Polyaפוליה ' ורג'מחקריו הנפלאים של המתמטיקאי והמורה הדגול ג

  .מלמדים זה זמן רב בבתי ספר תיכונייםחלקן 
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ובו יוסברו בפירוט דרכי ,  פרקים30 חלקו הראשון כולל.    הספר מורכב משני חלקים

 יחידות לימוד תוך 5החשיבה המובילות לפתרון בעיות בגיאומטריה אנליטית ברמה של 

לעתים קרובות יובאו (כל הפתרונות שיובאו בחלקו הראשון של הספר מלאים . כדי פתרונן

בחלקו . יהואסביר בו בפירוט כיצד להגיע לכל שלב ושלב בפתרון הבע) כמה דרכים לפתרון

יתרה .  בעיות אילו פעולות יש לבצע ואתן גם את התשובות הסופיות22השני אסביר עבור 

או חלקים של / בעיות בחלק זה ניתנו גם תוצאות ביניים אשר יש לקבל ורובעבור , מזאת

 .הפתרון

 

'  את אחת הבעיות המופיעות בחלק ב תודתי ליפעת פרידמן אשר העניקה לספרי זה   

  .ך"לעדי אשר מעולם לא אכזב אותי כשביקשתי ממנו להבהיר לי את דברי התנולעמי ג
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1חֲכָמִים יֶחְכָּם-הוֹלֵךְ אֶת:  'חלק א
 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

                                                
  .)"יֶחְכָּם(חֲכָמִים וחכם -אֶת) הוֹלֵךְ(הלוך "פרק יג , משלי 1

כשהחליט פעם ,  לדבריו של ההיסטוריון והפילוסוף היווני פלוטארכוס   

התברר לו שאין , ולנוח במקום יפה לעצור ,מלך מקדון, אחת פיליפוס

אנחנו  ",אמר פיליפוס" ,אלו החיים שלנו. "במקום זה דשא המתאים לחמור

  ".חמורשל מו חיים לפי טע

 או שיהיה(כתבתי את הספר רק לאלו שיש לי אתם , איני מוכן להתפשר   

ענו , לא עבור חירשים אנו שרים".  בדברים חשוביםטעם דומה)  בעתידלנו

 .פובליוס ורגיליוס מארוכתב המשורר הרומי " ,על כל מילה היערות
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  שיטות חשיבה בהנדסת "מתוך הספר  שאלות שעשויות לעזור למצוא את הדרך. 1

 " המישור     

  

  

 -  לעצמנוהעננו נשאל אנחנו ; את עצמנונשאל בעיות בעזרת שאלות שרפתוו היא לנכוונת

מאגר תוך מ שאובעיקריות ניתן לההתשובות לשאלות  את  ,למזלנו. מלאשירות עצמי 

  . בספר זה נדוןשבו , של תשובותמוגבל

  מאת ,"?How to solve it"ספר הנודע ב המופיעות המלצות מתבססות עלחלק מהשאלות 

 בספריות אותו למצוא ניתן ו,הספר תורגם לעברית. George Polya הדגולמתמטיקאי ה

 ,1961התרגום יצא לאור בשנת(פויה ' מאת ג" ?כיצד פותרין "שםה תחת ,אוניברסיטאותה

  .) תורגם לעברית מהונגריתחבר שמו של המ.ארכאיתעברית ב

  

מה ?  מהו המבוקש?מהו הנעלם:  הן,פי פויה לע לשאול אותן ישהשאלות הראשונות , ובכן

', התנאי'ו' הנתונים'במקום לשאול על , אגב?  ומהו התנאי?מהם הנתונים?  להוכיחנדרש

    ".? בבעיהמה נתון" פשוט נשאלאנחנו 

? התוכל להיעזר בה, אם כן?  לזודומהה מכיר בעיה האם את:  גםה המליץ לשאולפוי

 האם עליך להוסיף גורם: וכן?  בתוצאה שלהאו  זוהבעי לוןהתוכל להיעזר בשיטת הפתר

 האם תוכל לנסח את הבעיה ? תועלתלךעשוי להביא ש מכיר משפט הם אתאה? עזר כלשהו

תוכל לפתור חלק ה? פרטית יותראו ללית יותר ה כי בכוחך לפתור בע ישםאה? בדרך אחרת

  ?האם השתמשת בכל הנתונים: המליץ פויה לשאול,  במהלך חיפוש הפתרון?מהבעיה

  

 לבדוק את האם תוכל:  את השאלות הבאות,פויהפי  לע ,לו לשאיש ,פותרים בעיהשלאחר 

 סביחשיטה התוכל להשתמש בתוצאה או בַּ? האם תוכל לבדוק את ההנמקה? התוצאה

  ? בעיה אחרתפתרון ל

  

 חלק ב רק בספר זה נשתמש.לולשאפויה המליץ אותן של שאלות המלאה  הרשימה וזאין 

המיועדות  שאלות ,למשל,  נשאללא .)לא בהכרח בניסוח הניתן לעיל( ללוהשאלות המ

 קראו את לאחר שת,בעצמכםאלו כ תשאלו שאלותאתם .  בעיהפתרון  לאחרלהישאל

ניעזר לעתים קרובות במהלך חיפוש הפתרון  ,לעומת זאת. זה ספר בים המופיענותפתרוה

  ".?ן בבעיהנתומה שבכל  נוהשתמשהאם "בשאלה 
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 המסייעת לנסח , שהראשונה מביניהן הינה שאלת עזר,אחרות שאלות שלושב נעסוקלהלן 

הוכחת טענות בת מפתח ושאל, לדעתי, הןתי השאלות האחרות ש  .את השאלה השניה

וזאת  ,ותאלני סוגים של ש אלא בש,שונות ותשאלשתי  בכאןמדובר לא  ,יוקליתר ד. רבות

  ..." לכל חפץלכל דבר זמן ועת ",בקֹהלת  כפי שנאמר;אסביר בהמשך

  בעזרת שיטות כלליות,מתקדמת משלב לשלבה מסוימת  טענתהוכח ,ברוב המקרים

 ?מתאימהשיטה  למצואכדי מה עליכם לעשות  .המאפשרות לפתור קבוצה גדולה של בעיות

 , בהתאם ו, הטענה אותה יש להוכיחייכתתשמ טענות תלהבין לאיזו קבוציש  ,ראשית

 ת שאלהועיל לעשויה ,ולמטרה ז .היזכר בשיטות הוכחה של טענות מסוג זהנסות לל

ה קל יותר למצוא שיט ."?במלים כלליות בטענה את הנאמר נסח לניתן כיצד: "הבאה

בטענה " : יכולה להיות,ששאלנוהתשובה לשאלה  ;כללייםים יביטוב משתמשים כש,כללית

או " ששני קטעים מסוימים שווים זה לזה"  או ," שוות זו לזו מסוימות ששתי זוויות,נאמר

לשאלה אם התשובה שנתתם . מהוכדו" שני ישרים מסוימים מקבילים זה לזהש"

 את השאלה שאלו, "בטענה נאמר ששתי זוויות מסוימות שוות זו לזו" היתה ,הראשונה

אם התשובה שנתתם לשאלה  ."? מוכיחים ששתי זוויות שוות זו לזוכיצד": הבאה

כיצד : "שאלו, "בטענה נאמר ששני קטעים מסוימים שווים זה לזה"היתה , הראשונה

המאפשרות  להיזכר בשיטות עליכם כעת יהיה".?מוכיחים ששני קטעים שווים זה לזה

מתאימה למקרה הפרטי ה שיטהאת ה ביניהןמ בחור ול,ח ששתי זוויות שוות זו לזוילהוכ

אין  אך ,פתרוןאתכם ל תביא , נזכרתםשבה השיטה הראשונהש יתכןי. עוסקיםאתם בו ש

 אפילו. דקו שיטה נוספתבִּ ,שיטה שבחרתםהצלחתם לפתור את הבעיה בַּלא  אם ;בטוחזה 

.  לבדוק שיטה נוספתזיקלא י, טה הראשונהירת השז הצלחתם לפתור את הבעיה בעםא

קיימות שיטות , עבור רוב סוגי הטענותעליכם לזכור כי  . פתרון קצר בהרבהייתכן שתמצאו

לסוגים שונים של  בו בזמן טענה מסוימת עשויה להשתייך, בנוסף. הכלליות רבות להוכח

מבין שיטת הוכחה בוחרים , כאשר מתייחסים לטענה כשייכת לסוג אחד של טענות. טענות

ואילו כאשר מתייחסים לטענה כשייכת לסוג אחר של , המתאימות לסוג זההשיטות 

    . .בוחרים שיטת הוכחה מבין השיטות המתאימות לסוג האחר, טענות

   

האם קיים משפט בעזרתו ניתן לקבל את " ,"? מוכיחים טענות מסוג זהכיצד"השאלות 

 את הכיוון הנכון סמן עשויות ל,"?ענות מסוג זה טתהאם קיימת שיטה להוכח"ו ,"?הטענה

  .שעליו יש לחשוב
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 ביניהן תמצאו את זוש , את רשימת השיטותצמצם לתוכלו  ות הבאותהשאלבאמצעות 

 על ומרמה ניתן ל" ,"? להוכיחיש שאותםרכיבים ה על ומרמה ניתן ל: "שאתם זקוקים לה

 עלינו אותו בשוויון הקטעים על מרומה ניתן ל", "? להוכיחאותו עלינו בשוויון הזוויות

 את בחורללכם  יעזרו ש,פרטיםב התמקד ליכריחו אתכםאלו כ שאלות .דומהוכ" ?להוכיח

אם  ;"זרהפי גִ לעלבחור חליפה "בבחינת ,  הנדרשתטענה להוכחה המתאימההשיטת 

 ,"? להוכיחאותו עלינו על הזוויות בשוויון ומרמה ניתן ל"ה שאלהלענות על תצליחו 

זה שהרי  ,מדוברשל זוויות ) קבוצה-איזו תת(איזה סוג ב להבין שיאפשרו לכםילים במ

מה ניתן לומר על הזוויות בשוויון "לשאלה  :א לדוגמ,אם. עזור לכם לפתור את הבעיהי

 לושאיהיה עליכם ל ,"הזוויות בשוויון הן זוויות היקפיות " כיתשיבו, "?אותו עלינו להוכיח

לאחר שתשאלו שאלה . "?ם ששתי זוויות היקפיות שוות זו לזו מוכיחיכיצד"את עצמכם 

  .  שתגיעו לפתרוןרב יש סיכוי ,זו

בעזרת שאלות כגון אלה , במקום להתמקד בפרטים: צורת החשיבה היא הפוכה, לעתים

את גודלן תצליחו להביע אם  :אלדוגמ :;משתמשים בשיטות כלליות יותר, שהצגנו קודם

ובשני המקרים תקבלו   , פרמטרים אותםאמצעות ב– מה סוגן  לא חשוב–שתי זוויות של 

,  ניתן להוכיח שוויונים בין אורכי קטעיםובשיטה ז.  הזוויות שוות זו לזויאז, אותו ביטוי

 היא מקרה פרטי של , להוכחת שוויוניםושיטה כללית ז .לים אחרים ובין גדָבין שטחים

aאם "מעבר הרת כלל וכיחים שוויונים בעז לפיה מ,שיטה כללית יותר b=ו - b c= , אז

a c=".  

  

התוכל ", "?התוכל להיעזר בה", "?האם אתה מכיר בעיה דומה לזו" ות השאל ,לעתים

של ל "על פי הספר הנ" (?התוכל להיעזר בתוצאה שלה"ו, "?להיעזר בשיטת הפתרון שלה

כל זכרו כי  ."?...כיצד מוכיחים " כמו השאלה שפיעות על הנשאלים באותו אופןמ, )פויה

 מתי ,לכן חשוב מה שואלים. יכם בכיוון מסוים מחשבותאת ןכוות, שתשאלושאלה 

   .מתי לא שואלים... ו,שואלים
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  ישרה  דרך. 2

  

                         …and with its feet cuts through the path it follows. 

                                     (Rig Veda
1
, tr. by Ralph T.H. Griffith) 

  

   בעיה

8  של המרובע הן2משוואות הצלעות). ציורראו  (ABCDנתון מרובע  3 8 0x y− + = ,

8 3 18 0x y− − = , 8 15 100 0x y+ − 4- ו= 3 16 0x y− + =.   

  .Eמצאו את שיעורי הנקודה . BC היא אמצע הצלע Eנקודה 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

  דרך החשיבה ופתרון

  ?   מה צריך למצוא

 BCעל פי הנתון הנקודה היא אמצע הצלע . E   צריך למצוא את השיעורים של נקודה 

  .ABCDבמרובע 

  ?שיעורים של אמצע קטעה   כיצד מוצאים את 

)אם נקודה : לפיושת מסוג זה נעזרים במשפט    לפתרון בעיו , )
M M

M x y היא אמצע 

1הקטע המחבר את הנקודות  1( , )x y2 - ו 2( , )x y ,אז מתקיים:  

                                                
  . של המנונים הודיים עתיקיםאוסף  1
 הצלע של נמצאתמשוואת הישר שעליו "להכוונה " משוואת הצלע של מצולע" כאשר נאמר מכאן ואילך  2

  ". המצולע

A 

B

C 

D  

x 

y  
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                                                1 2 1 2,
2 2

M M

x x y y
x y

+ +
= =  

   מתקייםלפי משפט זה

)1(                                                         
2

B C
E

x x
x

+
=,  

)2(                                                         
2

B C
E

y y
y

+
=.  

ים  נוכל לקבל בעזרת שני השוויונ,C- וBנקודות  אם נצליח למצוא את השיעורים של   

  .Eנקודה האחרונים גם את השיעורים של 

 לומר על נקודה אפשרמה :  נשאל את עצמנוBנקודה   בניסיון למצוא את השיעורים של  

  ?זו

  .BC- וABהנקודה היא נקודת החיתוך של הישרים    

כיצד : ובכלל? אים את השיעורים של נקודת החיתוך של שני ישרים במישור   כיצד מוצ

  ?שני קווים במישורל המשותפותנקודות המוצאים את 

אם הן (משוואות הקווים מוצאים את : ני קווים מוצאים כךשל משותפותנקודות הה   את 

  .ם את מערכת המשוואות המורכבת מהןי ופותר,)לא ידועות

 זוגות השיעורים של נקודות ם להסביר למה פתרונות של מערכת המשוואות הכדי   

  . משוואה של קומהיהקווים עלינו להבהיר קודם שני למשותפות 

 המקיימת את שני y- וxם הנעלמים ע במישור היא משוואה ℓ    משוואה של קו

   :םהתנאים הבאי

  ,  את המשוואהים מקיימℓהשיעורים של כל נקודה המונחת על הקו ) א(

  .  את המשוואהים לא מקיימℓמונחת על הקו שאינה השיעורים של כל נקודה )  ב(

)משוואה "הטענה ת    א , ) 0F x y  גם במילים  לנסח אפשר " ℓ היא משוואה של הקו =

)המשווה ": הבאות , ) 0F x y   הוא קו המיוצג עלℓ: "את הביטוי. "ℓ מייצגת את הקו =

)ידי המשוואה  , ) 0F x y   :כך לרשום אפשר  3"=

                                                
גיאומטרי של נקודות המקיימות את  מקום הוא ℓ"במקרים רבים במקום ביטוי זה משתמשים בביטוי  3

)המשוואה  , ) 0F x y =."    
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                                                           : ( , ) 0F x y =ℓ  

)הקו המיוצג על ידי המשוואה : "תים קרובות במקום לומרלע , ) 0F x y מרים וא, "=

)הקו : "פשוט , ) 0F x y =."  

 על להבהיר את הנאמר לעיל אפשר,  משוואה של קוהיא יודעים מה וכאשר אנ,    כעת

 את השיעורים של נקודת נחפש:  בדוגמה הבאהזאתנעשה . ישריםשני ל משותפותנקודות 

1  : הבאיםישריםה החיתוך של : 2 3 5 0x y− − =ℓ,2 - ו : 3 2 1 0x y+ − =ℓ.  

)נקודה     , )
N N

N x y 1 הישרים היא נקודת החיתוך שלℓ2- וℓהיא מונחת , ורק אם, אם 

 את המשוואה ים שיעוריה מקיימ,אםורק ,  אם– כלומר. ים אלוישרעל כל אחד מ

2 3 5 0x y− − 3 וגם את המשוואה 1ℓ של הקו = 2 1 0x y+ − ר ומכל. 2ℓ של הקו =

)נקודה  , )
N N

N x y 1 ישרים היא נקודת החיתוך שלℓ2- וℓמתקיים, ורק אם, אם :  

                                                   2 3 5 0
N N

x y− − =  

  : מתקייםכמו כןו

                                                   3 2 1 0
N N

x y+ − =  

)וכיצד נקרא זוג המספרים הסדור     , )
N N

x y 2 המקיים את המשוואה 3 5 0x y− − = 

3וגם את המשוואה  2 1 0x y+ − =?   

2  את המשוואהזוג המספרים הסדור המקיים  3 5 0x y− − וגם את המשוואה   =

3 2 1 0x y+ −     מערכת המשוואותפתרון נקרא  =

                                                  
2 3 5 0

3 2 1 0

x y

x y

− − =


+ − =
      

:  לקבל את התשובהעליכם. פתרו את מערכת המשוואות האחרונה בעצמכם בתור תרגיל   

(1, ,1): מכאן. −(1 1)N −  .  

 שאם נצליח למצוא את קודם לכןאמרנו .     נחזור לבעיה שעלינו לפתור בפרק זה

נוכל לקבל את השיעורים של  , ABCD של המרובע C- וBהשיעורים של הקודקודים 

  .)2(- ו)1(ים  בעזרת השוויונEנקודה 
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  .BC- וAB היא נקודת החיתוך של הישרים Bכי הנקודה גם    אמרנו 

   הןABCD צלעות המרובע נמצאותים שעליהם    על פי הנתון משוואות הישר

)3(   8 3 8 0x y− + = ,8 3 18 0x y− − = , 8 15 100 0x y+ − 4- ו= 3 16 0x y− + =  

אז כדי , BC של הישר היא ואיזו ABאם נדע איזו ממשוואות אלו היא משוואה של הישר 

 המורכבת רק לפתור את מערכת המשוואות נצטרך Bנקודה למצוא את השיעורים של 

 היא )3(איזו מהמשוואות בשורה גם נדע אם בנוסף . BC- וABמשוואות הישרים מ

 יהיה עלינו לפתור את Cנקודה הכדי למצוא את השיעורים של אז , CDמשוואת הישר 

 היא C מכיוון שהנקודה ,CD- וBCמשוואות הישרים מ מערכת המשוואות המורכבת

  .ונקודת החיתוך של ישרים אל

0ax: הצורה כולן מן. ABCDתבונן במשוואות הצלעות של המרובע    נ bx c+ + =  .  

0axמשוואה  bx c+ +  שונה מאפס נקראת b - וa שבה לפחות אחד המקדמים =

    4.קו ישרמשוואה כללית של 

 צורך למצוא משוואה ישנותים קרובות נליטית לע   כאשר פותרים בעיות בגיאומטריה א

בעיה נוכחית נצטרך למצוא משוואות מפורשות האך לפתרון , כללית של קו ישר זה או אחר

  . ABCDשל צלעות המרובע 

  ? משוואה מפורשת של קו ישרי   מה

  :נכתבת כךפורשת של קו ישר היא משוואה של הקו אשר    המשוואה המ

)4(                                                           y mx n= +  

: פך הוא נכוןגם הה. x-ה מאונך לציר שאינו כל ישראה מן הצורה הזו קיימת עבור משוו

  . x-ה מאונך לציר אינוש ישרקו  מייצגת )4(משוואה מן הצורה כל 

 ומהי המשמעות m עלינו לדעת מהי המשמעות של מקדם , שנוכל לפתור את הבעיהכדי   

  .  במשוואה זוn החופשי האיברשל 

  ℓ של נקודת החיתוך של הישר y- שווה לשיעור ה)4( במשוואה n האיבר החופשי   

  y.5-ה המיוצג ידי משוואה זו עם ציר

                                                
: לכתובאפשר"  שונה מאפסb- וaלפחות אחד מהמקדמים : " ום לכתובבמק 4

2 2 0a b+ ≠ 
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   ? )4( במשוואה x של m   ומה ידוע על מקדם 

1עבור כל שתי נקודות ש   ידוע  1( , )x y2- ו 2( , )x y המונחות על ישר ℓמתקיים :  

)5(                                                           2 1

2 1

y y
m

x x

−
=

−
  

 או ישר מקביל לו x-האת הזווית הקטנה ביותר שבה צריך לסובב את ציר  α-נסמן ב   

הזווית נקראת . ל"  הנℓיתלכד עם הישר ן עד ש נעים מחוגי השעוובכיוון נגדי לכיוון שב

אפשר להסיק   )5(על סמך שוויון . x-ה ל ציר  לכיוון החיובי שℓישר ההזווית בין 

  :מתקייםש

)6(                                                           tanm α=  

  
  
  
  
  
  
  
  
  

                                  
  
  
  
  
  
  

  

בספרים רבים  (ℓ  של הקו הישרשיפוע קוראים )4( במשוואה x של m למקדם לכן

 ורק לאחר מכן מוכיחים את )6(בעזרת נוסחה את השיפוע של קו ישר קודם מגדירים 

   .)את הקו הישר מייצגת )4( וכי משוואה )5(שוויון 

מהירות שבה משתנה הלהסיק כי השיפוע של קו ישר הוא גם  אפשר )5(סמך שוויון    על 

אם נניע נקודה . שלה משתנה x-מונחת על הישר כאשר שיעור הה של נקודה y-שיעור ה

ל הנקודה  שx-שיעור השעם פ בכל ,ת על הישר לאורכו משמאל לימיןנחושרירותית המ

                                                                                                                             
0xאם נציב במשוואה האחרונה את  5 yנקבל  , = n=.  

2 2( , )x y

2 1x x−

α 

 

y 

 

1 1( , )x y 

2 1y y− 

α  

2 1

2 1

tan
y y

m
x x

α
−

= =
−

 

x 
n
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שיפוע שבמקרה , עם זאת ; 6 יחידותm-שלה ב y-ישתנה שיעור ה, ביחידה אחתיגדל 

0m(בי הישר חיו שיפוע שאילו במקרה ו,  יחידותm- של הנקודה בy-יגדל שיעור ה, )<

0m(הישר שלילי  |- שלה בy-יקטן שיעור ה, )> |m m=   .  יחידות−

0m אם     לא חשוב כיצד נשנה , של הנקודה המונחת על הישר לא ישתנהy- שיעור ה,=

אז , 0 -אם שיפוע שווה ל רבות צריך לדעת שבעיותכדי לפתור .  שלהx-את שיעור ה

 או מתלכד x-ה אם ישר מקביל לציר :פךולה,  או מתלכד עמוx-ההישר מקביל לציר 

  .0-אז השיפוע של הישר שווה ל, עמו

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
    

  

  : נובע כי מתקיים)6( משוויון 

                                               0 0 90m α> ⇔ ° < < °  

                                             0 90 180m α< ⇔ ° < < °  

ת הישרים המיוצגים על ידי משוואות אודועל ות ראשונ   כעת נוכל להסיק מסקנות 

8 3 8 0x y− + = ,8 3 18 0x y− − = , 8 15 100 0x y+ − 4- ו= 3 16 0x y− + =  

                                                
1  מסיקים שאם עבור הנקודות)5(על סמך שוויון  6 1( , )x y2- ו 2( , )x y 2: ל  מתקיים" הנ 1 1x x− אז , =

2: מתקיים 1y y m− = . 

1 

x 

y 

0 

α
 x 

y 

0

y 

α
n

 

n

 

1 1( , )x y

1 1( 1, )x y m+ + 

m  

0m > 

1 1( , )x y

1 

0m < 

1 1( 1, )x y m+ + 
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 נמצא קודם את המשוואות המפורשות של ישרים ). לעיל)3( בשורה הופיעו ות אלהמשווא(

  :נקבל. y- בכל אחת מארבע המשוואות האחרונות נבודד את  ה,לשם כך. האל

)7(                                                            
8 8

3 3
y x= +  

)8(                                                            
8

6
3

y x= −  

)9(                                                       
8 20

15 3
y x= − +  

)10(                                                         
4 16

3 3
y x= +  

כל .  בישרים שעליהם הצלעות מונחות,יוקוליתר ד, ABCDכעת נתבונן בצלעות המרובע    

רק . x-ה יוצר זווית חדה עם הכיוון החיובי של ציר CD- וAB , BCאחד מהישרים 

שיפועי . 0- קטן מADשיפוע של הישר הלכן רק . ה עם כיוון זה יוצר זווית קהADהישר 

  . 0- גדולים מCD- וAB , BCהישרים 

רק . ABCD צלעות המרובע נמצאותות המפורשות של הישרים שעליהם משוואנחזור ל   

 )10(- ו)8(, )7(שיפועי הישרים שמשוואותיהם . 0- קטן מ)9(השיפוע של הישר שמשוואתו 

  .0-גדולים מ

   :מכאן

   היאADהמשוואה המפורשת של הישר                  
8 20

15 3
y x= − + .  

 ,ADולא בקטע ) לדוגמה (ADיהיה צורך להדגיש שמדובר בישר נסכים שבמקרה ש    

בצורה  AD שהסקנו בנוגע לישרכעת נוכל לרשום את המסקנה . ADℓ -נסמן את הישר ב

  :זו

                                                      
8 20

:
15 3

AD
y x= − +ℓ  

 AB , BCהישרים  מייצגת איזה מן  )10(- ו)8(, )7(משוואות ן ה מלקבוע איזועוד עלינו    

  .CD-ו
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  ?)8(- ו)7( לומר על משוואות אפשר   מה 

   :במילים אחרות.  שווים זה לההת אלו במשוואx   המקדמים של 

  . )8( שמשוואתו ישר שווה לשיפוע של ה)7(השיפוע של הישר שמשוואתו            )11(

   להבחין כי אפשרועוד 

  .)8(  גדול מהאיבר החופשי במשוואה)7(האיבר החופשי במשוואה             )12(

  ?     מה ידוע על ישרים ששיפועיהם שווים זה לזה

  -   ידוע ש

  
  
  
  

  :  נכוןגם ההפך

  
  
  
  
  

  .)14(- ו(13)טענות חים את  שבה מוכיהציור להלן הוא איור לדרך
  
  
 
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

    

1ℓ 

2α 

 

y 

0  
1α 

x 

1n 

2ℓ 

1 2 1 2 1 2tan tan m mα α α α= ⇔ = ⇔ = 

2n 
1 2n n≠ 

1 של הישר 1m אם שיפוע 1 1: y m x n= +ℓ 2 שווה לשיפועm  של הישר

2 2 2: y m x n= +ℓ 1 ומתקיים 2n n≠ , אז הישרים מקבילים זה לזה.   
(13) 

1אם ישרים   1 1: y m x n= +ℓ2 - ו 2 2: y m x n= +ℓ אז , מקבילים זה לזה

1 2m m=1 - ו 2n n≠ 
)14(  
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  :  שקולה לטענה הבאה(13) נציין כי טענה 

  
  
  
  

(13)- ו(13)⇒)15(כלומר למה  ((13) שקולה לטענה )15( למה טענה הביןל למי שמתקשה

, הפרק". הנדסת המישורשיטות חשיבה ב "י בספר19 לקרוא את פרק מומלץ) )15(⇒

:  מתקייםאםנבהיר רק ש.  חוקים של לוגיקה מתמטיתכמהמוקדש ל, "לא ולא"שנקרא 

1 2m m= 1 וגם 2n n= ,1 אז הישרים 1 1: y m x n= +ℓ2- ו 2 2: y m x n= +ℓ מתלכדים זה 

1ואילו אם מתקיים , עם זה 2m m≠ ,הישרים נחתכים .  

  מטענות אלו נובע כי . )12(- ו)11(   כעת נוכל להסיק מסקנות מטענות 

  .)8( מקביל לישר)7(ישר                                             )16(

  , ויתרה מזאת

  .)8(רנמצא כולו מעל יש )7(ישר                                         )17(

 של נקודת החיתוך y-שיעור השווה ל מפורשת של קו ישר הרי האיבר החופשי במשוואה

 y-ה עם ציר )7( נובע כי נקודת החיתוך של ישר )12(לכן מטענה ; y-השל הישר עם ציר 

  .  עם ציר זה)8(מונחת על הציר האחרון גבוה יותר מאשר נקודת החיתוך של ישר 

  כימכם     כעת הוכיחו בעצ

  .נחתכים )10(-ו  )7( הישרים                                         )18( 

  וגם

  .  נחתכים )10(-ו  )8(הישרים                                          )19( 

 הן משוואות של ישרים )10(- ו)8(, )7(משוואות . CD- וAB ,BCבונן בישרים    הבה נת

  .איזה ישרמייצגת  לא ידוע איזו משוואה אך עדיין ,אלה

, AB  הישרים  מסיקים כי רק זוג אחד של ישרים מבין)19(- ו)18(, )16(   על סמך הטענות 

BCו -CD נבחר משלישיית הישרים שכל זוג אחר . מקבילים זה לזהה הוא זוג של ישרים

AB ,BCו -CDוג של ישרים נחתכים  הוא ז.  

1  של הישר1mשיפוע האם  1 1: y m x n= +ℓ  2שווה לשיפוע  לאm של  

2הישר  2 2: y m x n= +ℓ 1  או 2n n= , מקבילים זה לזה לא הישריםאז.   

 

)15(  
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  ?ה לזה זים מקבילCD- וAB ,BCאילו מן הישרים    

  :שותנו שלוש אפשרויותלר   

)20(                                                          ||AB BC,  

)21(                                                          ||BC CD,  

)22(                                                          ||AB CD  

 יש נקודה CD- וBCגם לישרים . Bנקודה  ה– יש נקודה משותפת BC- וAB   לישרים 

   לכן .C הנקודה –משותפת 

   נחתכיםBC- וABהישרים                                          )23(

  וגם

  . נחתכיםCD- וBCהישרים                                           )24(

  קיבלנו כי

  .לא מתקיימות )21(- ו)20( טענות                                              

   נותרה אפשרות אחת

  . מתקיימת)22(טענה                                                      

AB||   נציין כי שיטת החשיבה שבאמצעותה הסקנו כי  CD שיטת ההשמטה נקראת.  

 יש זוג אחד ויחיד )10(- ו)8(, )7(יוצגים על ידי משוואות    קיבלנו לעיל כי בין הישרים המ

   נובע כי )24(- ו)23(, )22(מכאן ומטענות . )8(- ו)7(ישרים :  של ישרים מקבילים זה לזה

  

  
  

  לפי הציור. )17עמוד  (ABCDנתבונן בציור המרובע    

  CD נמצא מעל הישרABהישר                                   )26( 

   נובע כי )26(- ו)25(, )17(מטענות 

  ,AB הישראתא משוו הי)7(משוואה                                        

ומשוואת , )7(  היא משוואה CD- וAB אחד הישרים משוואת

  .)8(  היא משוואההישר השני
)25(  
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   ואילו

  .CD הישר היא משוואת)8(משוואה                                            

      קיבלנו כי

)27(                                                     
8 8

:
3 3

AB
y x= +ℓ,   

                                                            
8

: 6
3

CD
y x= −ℓ.   

 הן ABCDקיבלנו קודם כי המשוואות המפורשות של צלעות המרובע ,    הבה ניזכר

 ,AD היא משוואה של הישר )9(לאחר מכן קיבלנו כי משוואה . 7)10( עד )7(משוואות  

 ישר היא משוואת ה)8( ומשוואה ABישר  היא משוואת ה)7( משוואה  כיבלנויוכעת ק

CD.  

  ?BCמשוואה של הישר ה היא )10( עד )7( איזו מהמשוואות , ובכן  

   אלא להסיק כי נותר   לא

  .BC הישרת היא משווא)10( משוואה                                       

  כלומר

)28(                                                  
4 16

:
3 3

BC
y x= +ℓ  

  . BCמצאנו בעזרתה את המשוואה המפורשת של הישר . בשיטת ההשמטה שוב השתמשנו

  כת נפתור את המער   

 )29(                                                  

8 8

3 3

4 16

3 3

y x

y x

 = +

 = +


     

פתרונה הוא זוג . BC של הישר )10( וממשוואה AB של הישר )7(המורכבת ממשוואה 

  .   Bנקודה של השיעורים 

                                                
  .)10( - ו)9(, )8(, )7( שוואותכלומר מ 7
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  :   מערכת המשוואות האחרונה שקולה למערכת המשוואות הבאה

 )30(                                             

4 16 8 8

3 3 3 3

4 16

3 3

x x

y x

 + = +

 = +


        

  :  נפתור את המשוואה הראשונה במערכת האחרונה

4 16 8 8
4 16 8 8 4 8 2

3 3 3 3
x x x x x x+ = + ⇔ + = + ⇔ − = − ⇔ =  

2x   נציב את    לונקב, )30( במשוואה השנייה של מערכת =

                                    
4 16 24

2 8
3 3 3

y y y= ⋅ + ⇔ = ⇔ =  

  מכאן. )29( המשוואותשל מערכת ) פתרון יחיד(פתרון ה הוא (2,8)   זוג  המספרים הסדור

)31(                                                          (2,8)B.  

     נפתור את המערכת     

)32(                                                   

4 16

3 3

8
6

3

y x

y x

 = +

 = −


  

פתרונה הוא זוג . CD של הישר )8(  וממשוואהBCהישר  של )10(המורכבת ממשוואה 

  .Cנקודה השיעורים של 

  :המשוואות האחרונה שקולה למערכת המשוואות הבאה   מערכת 

)33(                                         

4 16

3 3

4 16 8
6

3 3 3

y x

x x

 = +

 + = −


  

  :במערכת המשוואות האחרונהנפתור את המשוואה השנייה 
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4 16 8

6 4 16 8 18 4 32 8
3 3 3

x x x x x x+ = − ⇔ + = − ⇔ − = − ⇔ =  

8x   נציב את    ונקבל, )33( במשוואה הראשונה של מערכת =

4 16 32 16 48
8 16

3 3 3 3 3
y y y y= ⋅ + ⇔ = + ⇔ = ⇔ =  

  מכאן. )32(של מערכת משוואות ) פתרון יחיד(פתרון  הוא ה(8,16)זוג המספרים הסדור   

)34(                                                         (8,16)C.  

  ונקבל, )34(- ו)31( על פי השורות )2(- ו)1(נציב בשוויונים    

                                                       
2 8

5
2

E
x

+
= =,  

                                                     
8 16

12
2

E
y

+
= =,  

   .ל"מש. E(5,12)כלומר 
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   אך שונה,דומה. 3

  

  .מאשר הוא רחביותר כל תנין ארוך . משפטמשפטמשפטמשפט

  .מאשר הוא ירוקיותר ארוך כל תנין . משפט העזר הראשוןמשפט העזר הראשוןמשפט העזר הראשוןמשפט העזר הראשון

לכן הוא יותר ארוך מאשר הוא . להעאך ירוק הוא רק מלמ, כל תנין ארוך מלמעלה ומלמטה. הוכחההוכחההוכחההוכחה

  .לללל""""משמשמשמש. ירוק

  . מאשר הוא רחביותר כל תנין ירוק . משפט העזר השנימשפט העזר השנימשפט העזר השנימשפט העזר השני

. מאשר הוא רחביותר לכן הוא ירוק . אך רחב הוא רק לרוחב, כל תנין ירוק לאורך ולרוחב. הוכחההוכחההוכחההוכחה

  .לללל""""משמשמשמש

 משפטי העזר ובכלל  רק להיעזר בשנינותרמאשר הוא רחב יותר    כעת כדי להוכיח שכל תנין ארוך 

aאם : לפיוו, םשוויוני-המעבר עבור אי b>ו -b c> , אזa c>.  

   .)פולקלור סטודנטים  (

  

כאשר מישהו מנסח אך , או לפחות לחייך, ה שבדיחה זו גרמה לכם לצחוקאני מקוו    

אם  אינני יודע -באופן שמזכיר לי את הבדיחה לעיל טענה כלשהי במלוא הרצינות ומוכיח 

שהוא בטוח שפעל לפי כל הכללים ושנימוקיו ללא לחשוב מעציב אותי . לצחוק או לבכות

 לא רק קייםבנה ובבנייה של שרשרת נימוקים צורך בה. רק על תלמידים אינני מדבר. רבב

  . לאורך כל החייםקייםהוא , להשכלהכלשהו כאשר לומדים במוסד 

להם צריכה להיות יכולת , ל" יח5   בנוגע לתלמידים הלומדים מתמטיקה ברמת בגרות של 

  ?כיצד. רוכשים אותה, ם יכולת זולא נולדים ע. שרשרת נימוקים ארוכהלבנות 

חֲכָמִים וחכם -אֶת) הוֹלֵךְ(הלוך ": אלה ששאלנו היא דבריו שלמה המלך   התשובה לש

 אלא גם מן הטובים  שבינינולא רק מן הטובים, כךלומדים לחשוב מן הטובים ב .)"יֶחְכָּם(

, וכה לא מדלגים עליה וכשנתקלים בשרשרת נימוקים אר, את ספריהםקוראים: שחיו פעם

  .רגליםתגם מו ,לומדים ממנה
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A 

B

C 

D  

x 

y  

  

   בעיה

8משוואות הצלעות של המרובע הן ). ציורראו  (ABCDנתון מרובע  3 8 0x y− + = ,

3 8 0x y− − = , 8 15 100 0x y+ − 4 -ו  = 3 16 0x y− + =.   

  .BC היא אמצע הצלע Eנקודה 

  .Eמצאו את שיעורי הנקודה 

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  דרך החשיבה ופתרון

 לפתור בפרק עיה שישבעיה אשר פתרנו בפרק הקודם לבין הבה   האם יש הבדל כלשהו בין 

  ? מהו-  הבדלנוואם יש? נוכחיה

המשוואה , נתונות בבעיה הקודמתאחת ממשוואות הישרים אשר היו . יש הבדל,    כן

8 3 18 0x y− − 3הוחלפה בפרק זה במשוואה ,  = 8 0x y− − =.  

 להבחין כי צלעותיו וכלנ בפרק זה ABCDציור המרובע  היטב באם נתבונן ,נוסף על כך   

ABו -CD נברר בהמשך? אבל אולי זה רק נדמה. מקבילות זו לזו אינן נראות כעת.  

  

נקבל את . מהמשוואות הנתונות בכל אחת y- נבודד את ה,   כמו בבעיה הקודמת

  :ABCD צלעות המרובע נמצאותהמשוואות המפורשות הבאות של הישרים שעליהם 

)1(                                                            
8 8

3 3
y x= +  

)2(                                                             3 8y x= −  

)3(                                                       
8 20

15 3
y x= − +  
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)4(                                                            
4 16

3 3
y x= +  

, AB שיפועי הישרים כלומר. קיבלנו שונים זה מזהש במשוואות x-המקדמים של ה   

BC ,CDו -ADם מקבילים זה מכאן אין בין הישרים אף זוג של ישרי.  שונים זה מזה

  . לזה

 לכן . לא מקבילים זה לזהCD- וAB בבעיה הנוכחית הישרים   כעת אנו בטוחים ש

 הבעיה מהנימוקים בפתרוןבעיה נוכחית יהיו שונים במידה רבה הנימוקים בפתרון ה

  . הקודמת

 קודם כמו:  בדומה לדרך החשיבה בפרק הקודםאים הדברים הבלבחון אתנוכל בינתיים    

 ואילו  שיפועי הישרים 0- קטן מ)3(נשים לב כי רק שיפוע הישר המיוצג על ידי משוואה 

ציור לעיל ונבחין כי רק  נתבונן ב;0- גדולים מ)4(- ו)2(, )1(המיוצגים על ידי משוואות 

-ו AB  ,BCואילו הישרים   , x- יוצר זווית קהה עם הכיוון החיובי של ציר הADהישר 

CD מכאן נסיק כי.עם כיוון זהזוויות חדות  יוצרים   

   AD מייצגת את הישר)3( משוואה                                            

  ואילו 

  

  

- וAB  ,BCאיזה מהישרים מייצגת   )4(- ו)2(, )1(שוואות  מהמ   כעת עלינו לקבוע איזו

CD .  

בכל ו. פתרנו בעיה דומה בפרק הקודםבדרך שבה    לא נוכל לפתור את הבעיה האחרונה 

 בדרך אין משמעו שאי אפשר להשיגו, יג את המבוקש בדרך אחתפשר להש אם אי א,זאת

  .אחרת או אפילו בכמה דרכים שונות

  ?)4(- ו)2(, )1(מה הם שיפועי הישרים המיוצגים על ידי המשוואות :    נשאל את עצמנו

  

  

    

 עדיין אך (CD- וAB ,BCמייצגות את הישרים )4(- ו)2(, )1( משוואות

 ).מייצגת איזה מהישרים )4(-ו )2(, )1( משוואותהלא ידוע איזו מ

)5(  

שווים  )4(- ו)2(, )1( ם על ידי המשוואות המיוצגישיפועי הישרים

 -בהתאמה ל
8

3
-ול  3-ל,  

4

3
. 

)6(  
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  : עבור שלושת המספרים האחרונים מתקיים

 )7(                                                              
8 4

3
3 3

> >  

-   נסמן ב
AB

m , 
BC

mו -
CD

m את שיפועי הישרים AB,BCו -CDבהתאמה .  

   נובע כי )6(- ו)5(מטענות 

  

  
  
  
  

  

 כל שניים מהמספרים מבין   אם 
AB

m , 
BC

mו -
CD

m נצליח לקבוע לפי ציור המרובע  

ABCDנוכל למצוא את שיפועי )8(- ו)7(  אז בהסתמך על טענות , איזה מהם גדול יותר  

מייצגת   )4(- ו)2(, )1(המשוואות לאחר מכן נוכל לקבוע איזו מ. CD- וAB,BCהישרים 

  . CD- וAB, BCהישרים איזה מ

מאונכים שאינם שני ישרים יפוע מבין שיפועיהם של איזה שלהבחין לפי ציור     כיצד אפשר

  ?גדול יותרהוא  אינם מקבילים זה לזהו x-לציר ה

 x-ישר היוצר זווית חדה עם הכיוון החיובי של ציר ה   בפרק הקודם למדנו ששיפוע של 

. 0- קטן מx-וצר זווית קהה עם כיוון החיובי של ציר ה ואילו שיפוע של ישר הי0-גדול מ

  מכאן

   גדול משיפועx-          שיפוע של ישר היוצר זווית חדה עם כיוון החיובי של ציר ה

  .   עם כיוון זהזווית קהה            של ישר היוצר 

 מאונכים שאינםשני ישרים מבין שיפועיהם של שיפוע  איזהלפי ציור  לקבוע אפשר   וכיצד 

הזוויות אשר יוצרים שני הישרים ש ה מקבילים זה לזה גדול יותר במקראינם וx-לציר ה

  ? שתיהן קהות שתיהן חדות אוx-עם הכיוון החיובי של ציר ה

  
  
  
  
  

אחד המספרים 
AB

m , 
BC

mו -
CD

m שווה ל - 
8

3
-ושלישי ל 3 -שני ל,  

4

3
 איזה מהמספרים  איננו יודעים עדייןאך (.

AB
m , 

BC
mו -

CD
mשווה  

לאיזה מהמספרים 
8

3
- ו 3,  

4

3
 .( 

)8(  

 x-אם הזוויות אשר יוצרים שני ישרים עם הכיוון החיובי של ציר ה

אז השיפוע של הישר היוצר עם כיוון , שתיהן חדות או שתיהן קהות

 . גדול יותר– זווית גדולה יותר x-החיובי של ציר ה

)9(  
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1אם הישרים  , אכן    1 1: y m x n= +ℓ2 - ו 2 2: y m x n= +ℓ   יוצרים עם הכיוון החיובי של

1 בהתאמה ומתקיים 2α- ו1α את הזוויות x-ציר ה 20 90α α° < < <  או °

1 290 180α α° < < < 1אז , ° 2tan tanα α< . 1ים מכאן ומהשוויונ 1tanm α=ו -

2 2tanm α= 1 נובע כי 2m m<.1  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  

שאינם שני ישרים יפוע מבין שיפועיהם של איזה שידוע לנו כיצד להבחין לפי ציור כש, כעת

כל לקבוע עבור כל שניים נו, גדול יותרהוא  אינם מקבילים זה לזהו x-מאונכים לציר ה

 מהמספרים
AB

m , 
BC

mו -
CD

mיותר גדולביניהם איזה מ .  

  
  

                                                
 של y-מהירות שבה משתנה שיעור הה גם בהסתמך על כך ששיפוע של ישר הוא )9( לנמק את טענה אפשר 1

1אם .  שלה משתנהx- על הישר כאשר שיעור הנמצאתקודה ההנ 20 90α α° < < < אז מספר , °

 שלה גדל ביחידה אחת  x- כאשר שיעור ה2ℓ על הישר נמצאת של הנקודה הy-ור היעיחידות שבהן גדל שה

1מכאן אם . 1ℓ על הישר נמצאתגדול  מזה של הנקודה ה 20 90α α° < < < 1אז , ° 2m m< .

1אם 290 180α α° < < <  על ישר נמצאתדה ה של הנקוy-ר ההיחידות שבהן קטן שיעומספר אז ,  °

2ℓכאשר שיעור ה -x1 על הישר נמצאת  קטן מזה של הנקודה ה, שלה גדל ביחידה אחתℓ . לכן במקרה

1הזה מתקיים  2| | | |m m> .1ים השוויונ-השוויון האחרון ומאי-מאי 0m 2- ו> 0m  נובע כי >

1 2m m− > 1מכאן נובע כי . − 2m m<.   

x 

y 

 x 

y 

 
1α  2α  

2α  1α  

1ℓ 

2ℓ 

1ℓ 
2ℓ 

1 2m m< 
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A 

B

C 

D  

x 

y  

  

2α  1α 3α 

 לכיוון ABבין הישר ש את הזווית 1α-  נסמן ב

את הזווית בין הישר  2α-ב, x-החיובי של ציר ה

BCלכיוון החיובי של ציר ה -x,3-בנסמן  וα את 

  לכיוון החיובי של  CDבין הישר  שהזווית

  .x-ציר ה

  ?ה לומר על זוויות אל אפשרמה   

  : מתקיים,   לפי הציור

         3 1 290 0α α α° > > > > °  

  מכאן

)10(                                                 
CD AB CD

m m m> >                                                           

  ).)9(ה טענראו (

   נובע כי)10(- ו)8(, )7(   מהטענות 

                                                
8 4

3, ,
3 3

CD AB BC
m m m= = =  

   נובע כי)6(- ו)5(   מכאן ומטענות 

  ,CD מייצגת את הישר )2(  משוואה                                           

  ,AB מייצגת את הישר )1( משוואה                                            

  .BC  מייצגת את הישר )4( משוואה                                            

  קיבלנו כי 

 )11(                                                      : 3 8
CD

y x= −ℓ,  

 )12(                                                      
8 8

:
3 3

AB
y x= +ℓ,  

 )13(                                                     
4 16

:
3 3

BC
y x= +ℓ  
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  באיבריםלהתמקדיכולנו : אחרת   יכולנו להגיע אל שלוש הטענות האחרונות בדרך 

 עם CD- וAB  ,BC ובנקודות החיתוך של הישרים )4(- ו)2(, )1(החופשיים במשוואות 

- החופשי במשוואה מפורשת שווה לשיעור האיברהרי בפרק הקודם אמרנו כי ה. y-ציר ה

yשל נקודת החיתוך של הישר המיוצג על ידי המשוואה עם ציר ה -y .  

-תאמה ל שווים בה)4(- ו)2(, )1(    האיברים החופשיים במשוואות 
8

3
- ול−8-ל, 

16

3
.  

  : המספרים האחרונים מתקייםתעבור שלוש
                                                     

                                                            
16 8

8
3 3
> > −.  

  מכאן 

  
  
  
  

   כיאפשר להסיקלפי הציור האחרון 

  
  
  
  

   נובע כי )15(- ו)14(, )5(מטענות 

  ,CD מייצגת את הישר )2(  משוואה                                          

  ,AB מייצגת הישר )1( משוואה                                           

  .BC  מייצגת את הישר )4( משוואה                                           

עכשיו נוכל למצוא את השיעורים  .בשתי דרכים שונות )13(- ו)12(, )11(הגענו אל הטענות  

   הוא פתרון של מערכת המשוואות Bזוג השיעורים של הנקודה . C- וBשל הנקודות 

                                                           

8 8

3 3

4 16

3 3

y x

y x

 = +

 = +


  

  . BC- וAB יםשל הישרהמורכבת מהמשוואות 

 וישר ,)1(הה יותר מאשר ישר  בנקודה גבוy- חותך את ציר ה)4(הישר 

 . )2(תר מאשר ישר  בנקודה גבוהה יוy- חותך את ציר ה)1(
)14(  

 ABישר ה בנקודה גבוהה יותר מאשר y- חותך את ציר הBC הישר 

 .CD  בנקודה גבוהה יותר מאשר ישרy- חותך את ציר הAB ישר הו
)15(  
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קיבלנו כי פתרונה הוא זוג המספרים .    פתרנו את מערכת המשוואות הזו בפרק הקודם

  .B(2,8)מכאן. (2,8)הסדור

   הוא פתרון של מערכת המשוואותCנקודה    זוג השיעורים של 

                                                           

4 16

3 3

3 8

y x

y x

 = +

 = −

  

  .CD- וBCהמורכבת מהמשוואות של הישרים 

מכאן . (8,16)הוא זוג המספרים הסדור מערכת המשוואות האחרונה פתרון של   

(8,16)C.  

בבעיה אשר פתרנו ש ואלזהים ל בבעיה הנוכחית C- וBנקודות שהשיעורים של    מתברר 

ו אליהיו זהים ל בבעיה הנוכחית BCלכן גם השיעורים של אמצע הקטע . בפרק הקודם

 .E(5,12) כלומר , יבלנו בפרק הקודםאשר ק
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  דרךהבאמצע . 4

   

  . ועוד יוסיף, לב חכם שומע חכמה ישבחנה                                                                    

  . ולא יוסיף,  ולב נבוב שומע חכמה ישליכנה                                     

  )פרק יג, בן סירא(                                         

    

  

,1) עובר דרך נקודה ℓישר . בעיה 2)P ;הוא חותך את ציר ה-x   בנקודהA ,את ציר ה-

y בנקודה  B  2  ואת הישר 10y x= −  היא אמצע Pנקודה גם נתון כי . C  בנקודה  +

 .Aנקודה מצאו את שיעורי . BCהקטע 

 
    .דרך החשיבה ופתרון

  ?מה צריך למצוא   

  .Aנקודה צריך למצוא את השיעורים של    

  ?נקודה זועל  לומר אפשרמה    

המשוואה של  .x- עם ציר הℓ הנקודה היא נקודת החיתוך של הישר ,על פי הנתון בבעיה   

0y היא x-ציר ה =. 

   ? ℓהישר על   לומראפשרומה    

,1)נקודה הישר עובר דרך , על פי הנתון בבעיה    2)P,נקודה כמו כן נתון כי  וP היא 

  עם  ציר ℓהוא נקודת החיתוך של הישר , Bנקודה , שאחד מקצותיו,  BCאמצע הקטע 

 עם הישר  ℓהוא נקודת החיתוך של הישר , Cנקודה ,  השני של הקטע הקצהואילו,  y-ה

2 10y x= − + .  

הרי הנקודה . Aנקודה נוכל למצוא את שיעורי , ℓאם נצליח למצוא את משוואת הישר    

0y גם את המשוואה יםולכן שיעוריה מקיימ,  ℓ וגם כן על הישר x-נמצאת על ציר ה = 

 של   הוא פתרוןAמכאן הזוג הסדור של שיעורי הנקודה . ℓוגם את המשוואה של הישר 

0yהמשוואות המורכבת מהמשוואה מערכת    .ℓ ומהמשוואה של הישר =
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2 10y x= − + 

C 

B 

P 

A 

y 

x 

ℓ 

  

  

  

  

  

  

  

  

    

  

  

  

  

  

  

  

  ?ℓהמשוואה של הישר  וכיצד נמצא את 

כיצד בכלל מוצאים :  את עצמנו את השאלה הבאהכדי לענות על שאלה זו נשאל   

  ?משוואות של ישרים

ובות מוצאים תים קרלע, x- מאונך לציר האת משוואתו צריך למצוא אינואם הישר ש   

,  על הישרדות הנמצאותהנקומאחת  של 1y- ו1xמוצאים את השיעורים : את משוואתו כך

  : של הישר ולאחר מכן נעזרים בנוסחה הבאהm השיפועמוצאים את 

)1(                                                    1 1( )y y m x x− = −    

  ? x- מאונך לציר הℓהאם הישר    

ך הנקודה ועובר דרB בנקודה y-הרי על פי הנתון הוא חותך את ציר ה. ודאי שלא   

(1, 2)P  ,נמצאת עליושאינה .  

פי ידועים לנו ל, Pנקודה שיעורי , ℓ על הישר מהנקודות הנמצאות שיעורי אחת ,למזלנו   

  :השיעורים הם. הנתון בבעיה

 )2(                                                     1 11, 2x y= =  
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 נשאר רק למצוא את השיפוע של הישר ולאחר מכן ℓכדי למצוא את משוואת הישר 

  .)1(יעזר בנוסחה לה

  ? שיפוע של ישר מסויםכיצד מוצאים : אול את עצמנוכעת עלינו לש   

  :בעיות מסוג זה פותרים בדרכים הבאות   

1הישר ש) או נעזרים בכך שזה נתון בבעיה(מוכיחים   )א 1 1: y m x n= +ℓ , ששיפועו

1m ,2 מקביל לישר הימצאצריך ל 2 2: y m x n= +ℓ  ,ונעזרים ,ששיפועו  ידוע 

1בשוויון  2m m=.  

y בין הישר αמוצאים את הזווית   )ב mx n=  לבין ,עו צריך למצואושיפ אתש ,+

tanm ונעזרים בשוויון ,x-הכיוון החיובי של ציר ה α= .  

1אם ידועות שתי נקודות   )ג 1( , )x y2 - ו 2( , )x yמחשבים , כלשהן המונחות על הישר 

y   של הישרmאת השיפוע  mx n=  : באמצעות הנוסחה הבאה+

     )3(                                                      2 1

2 1

y y
m

x x

−
=

−
 

1אם הישרים    )ד 1 1: y m x n= +ℓ2- ו 2 2: y m x n= +ℓ השיפוע ו מאונכים זה לזה

1m 1 של הישרℓ2 השיפועמחשבים את ,  ידועmבעזרת הנוסחה  :
2

1

1
m

m
= −. 

 : נעזרים בנוסחאות  )ה

                           1 2

1 2

tan
1

m m

m m
ϕ

−
=

+ ⋅
 ,          1 2

1 2

tan
1

m m

m m
α

−
=

+ ⋅
  

1ישרים ה היא אחת מהזוויות הצמודות בין αכאן  1y m x n= -  ו+

2 2y m x n= + ,ϕ1 אלו החדה בין ישרים היא הזווית.  

  

                                                
  10סברו בפרק והנוסחאות האחרונות י 1
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מרחק בין  חישובללפעמים מצליחים למצוא את השיפוע של הישר בעזרת הנוסחה   )ו

 .נקודה לישר

  .)3(נוסחה ל בעזרת " הנℓ של הישר mננסה למצוא את השיפוע    

  ?ל"למה דווקא בעזרת נוסחה זו ולא באחת הדרכים האחרות הנ   

 – כךונוסף על ,  על הישר ידועות לנוששיעורי אחת הנקודות הנמצאותמפני , ראשית   

. C- וB הנקודות :ת הנמצאות על הישרעל שתי נקודות נוספו ברשותנו מצוי מידע מסוים

  .C- וBת דואולי נוכל לחשב את השיעורים של לפחות אחת מהנקו

ת רלוונטית נוסף על כך נבחר בדרך זו מפני שאף אחת מהדרכים האחרות לא נראי   

  . הנוכחיתבעיהלפתרון ה

  .C- וBת דוננסה למצוא את השיעורים של לפחות אחת מהנקו, ובכן   

  ? מה נתון: נשאל את עצמנושוב    

,1)נקודה על פי הנתון     2)P  היא אמצע הקטע BC . ידוע שאם נקודה( , )M Mx y היא 

1נקודות אמצע הקטע המחבר את  1( , )x y2- ו 2( , )x y1אז , ןכלשה 2

2
M

x x
x

+
- ו=

1 2

2
M

y y
y

+
  לכן. =

)4(                                                        1
2

B C
x x+

=,  

)5(                                                        2
2

B C
y y+

=.  

, C השיעור הראשון של הנקודה הואB ,Cx השיעור הראשון של הנקודה הואBxכאן 

Byהשיעור השני של הנקודה הוא Bו -Cyהשיעור השני של הנקודה הוא C.   

 הנעלמים ת שתי משוואות עם ארבע כאלהאחרונים ם השוויונילזוגכל להתייחס נו   

למים אלו ולפתור צליח להרכיב עוד שתי משוואת עם נעאם נ. Cy- וBx ,Cx ,By: הבאים

י את שיעורנוכל למצוא , שתתקבל הנעלמים המערכת של ארבע המשוואות עם ארבעתאת 

  .  Cנקודה  וגם את שיעורי Bנקודה 

  ?Bמה נאמר בבעיה על נקודה : כעת עלינו לשאול את עצמנו   
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-מכאן הנקודה נמצאת על ציר ה .y- עם ציר הℓהנקודה היא נקודת החיתוך של הישר    

y .ומכאן  

)6(                                                             0Bx =  

  ?Cומה נאמר בבעיה על נקודה    

2 עם הישר  ℓ היא נקודת החיתוך של השר Cהנקודה    10y x= − מכאן הנקודה  .+

2נמצאת על הישר   10y x= −   ומכאן. +

)7(                                                      2 10C Cy x= − +  

 את משוואת יםשיעורי הנקודה מקיימ אך ורק אםנקודה מסוימת נמצאת על ישר מסוים (

  ).הישר

  נפתור את מערכת המשוואות. ל" הנעלמים הנכעת יש לנו ארבע משוואות עם ארבעת   

)8(                                                   

1
2

2
2

0

2 10

B C

B C

B

C C

x x

y y

x

y x

+
=


+ =


=

 = − +

  

  .)7(- ו)6(, )5(, )4(המורכבת מהמשוואות 

אות זו על פי משוואה שלישית ונכפיל ולאחר שנציב במשוואה הראשונה של מערכת משו   

  : את משוואה אשר תתקבל וגם את המשוואה השנייה של מערכת המשוואות נקבל2-ב

  

)9(                                                  

2

4

0

2 10

C

B C

B

C C

x

y y

x

y x

=
 + =


=
 = − +

  

ראשונה הכאשר נציב במשוואה הרביעית של מערכת המשוואות האחרונה על פי המשוואה 

  :שלה נקבל

                                                         2 2 10
C

y = − ⋅ +  
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  מכאן

)10(                                                           6
C

y =  

 כדי למצוא את זה יספיק. ℓ על  הנמצאת , C כבר שני השיעורים של נקודה ידועים לנו   

 על גם היא שנמצאת,  Pנקודה גם ידוע לנו מה הם השיעורים של הרי . השיפוע של הישר

הרי .  השניהשיעורנמצא גם את , Bנקודה נוסף על שיעורה הראשון של , בכל זאת.  ישר זה

  . זו לא טרחה גדולה

   נקבל)10( על פי השורה )9(כאשר נציב במשוואה השנייה של מערכת המשוואות    

                                                             6 4
B

y + =  

  מכאן

                                                              2
B

y = −.  

 ר ניעזר בנוסחהכאש. ℓ  של שלוש נקודות הנמצאות על הישרכעת ברשותנו השיעורים   

 של הישר m נקבל את השיפוע,  הנקודות את השיעורים של זוג כלשהו משלוש ונציב בה)3(

ℓ . של הנקודות  את השיעורים)3(נציב בנוסחהBו -P ,ונקבל:  

)11(                                        
2 ( 2)

4
1 0

P B

P B

y y
m

x x

− − −
= = =

− −
  

  : היאℓ ונקבל כי משוואת הישר ,)11(- ו)2(שורות  על פי )1(כעת נציב במשוואה 

                                                         2 4( 1)y x− = −  

  :אחרונה שקולה למשוואה הבאהההמשוואה 

                                                             4 2y x= −  

  : נשאר רק לפתור את מערכת המשוואות הבאהAנקודה כדי למצוא את השיעורים של    

                                                              
0

4 2

y

y x

=


= −
  

  . (0.5,0) זוג המספרים הסדור פתרון מערכת המשוואות הוא

   .ל''מש. A(0.5,0)לכן 
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   אחת הדרכים להרכבת משוואות. 5

  

כך שהחלב  אותו ויטהמהבקבוק את הפטמה  יוריד בחלב מבקבוקמה יקרה אם מישהו שמאכיל תינוק    

דאי וואך קרוב ל, שפך על פניויהחלב יכל , אם התינוק ישכב בפה סגור, במקרה טוב? יזרום במהירות

  . התינוק ייחנקש

לימוד  חומר מנסה להעביר לתלמידים כאשר מורה דבר דומה קורה, אף על פי שהם רחוקים מגיל ינקות

א עומד לרשות המורה די זמן כדי להסביר תים קרובות ל היא שלעיההבע. ובזמן קצר במהירותרב 

". האכלה"ידע רב במהירות בכל " לשתות" שמתקשים לטובת אלהשעליו ללמד מה כל באריכות את 

 ואף לחזור על כך כמה פעמים, בקצב המתאים לכם לקרוא אפשרים בספר פרקשאר האת  זה ופרקאת 

אפילו אם יש ביכולתכם לקלוט מהר יותר מרוב ,  בלי למהרהכתוב את כל לקרואעדיף . לפי הצורך

  .קיסראוגוסטוס   לומרנהג, ) לטינית–הזדרז לאט (  "FestinFestinFestinFestinaaaa lente lente lente lente" .האנשים

  

  

2y על הישרים התיכונים של משולש נמצאיםשניים מ. בעיה x=5 -  ו 15y x− אחד . =

  .מצאו את שני הקודקודים האחרים של המשולש. (1,8)צא בנקודה  המשולש נממקודקודי

  

  .פתרוןודרך החשיבה 

  ?מה נתון   

2yשל משולש מסוים מונחים על הישרים  נתון כי שניים מהתיכונים     x=ו  -

5 15y x− ידועים לנו , כלומר. (1,8)צא בנקודה  המשולש נממקודקודיאחד שו,  =

  .משוואות של שני תיכונים ושיעורי אחד הקודקודים של המשולשה

  ?מה צריך למצוא בבעיה זו   

  .צריך למצוא את השיעורים של שני הקודקודים האחרים של המשולש   

ל יוצא " אחד התיכונים הנאםבינתיים לא ידוע לנו . A- ב(1,8)נסמן את הנקודה    

  .  או שמנקודה זו יוצא התיכון השלישיA מנקודה
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2yהתיכון המונח על הישר     x= יוצא מקודקוד Aם המשולש הנתון אך ורק א של 

2y על הישר  נמצאתAנקודה אם כדי לבדוק .  זו נמצאת על הישר המדוברנקודה x= 

1xכלומר נציב את (נציב את שיעורי נקודה זו  8y ואת =   :במשוואת הישר ונקבל)  =

                                                                   8 2=.  

2y לא נמצאת על הישר A(1,8)לכן הנקודה . השוויון האחרון הוא פסוק שקר    x= .

2yמכאן תיכון המשולש המונח על הישר  x=נקודה  יוצא מהקודקוד השונה מA .  

5 במשוואה Aנקודה כעת נציב את שיעורי     15y x−   : ונקבל=

                                                             5 8 1 15⋅ − =  

  :ת של השוויון האחרון שקולה להתקיימות השוויון הבאהתקיימו

                                                                39 15=  

5 לא נמצאת גם על הישר A ולכן הנקודה ,השוויון האחרון הוא פסוק שקר    15y x− =.  

5 על הישר  נמצאמכאן תיכון המשולש ה 15y x−   . Aנקודה   יוצא מהקודקוד השונה מ=

2y על הישר  את קודקוד המשולש הנתון הנמצאB-נסמן ב x=  ,וב-C את הקודקוד 

5 על הישר הנמצא 15y x−   .   מתבקשים למצוא את השיעורים של שתי נקודות אלואנו. =

 ישמשו C- וBנקודות ה   ננסה להרכיב מערכת של ארבע משוואות שבה השיעורים  של 

  . נעלמים

  -זר בכך שעיקודם כל נ   

) הנקודה                         )1( , )B BB x y 2 נמצאת על הישרy x=.  

  : ורק אם מתקיים מתקיימת אך)1(טענה 

)2(                                                       2
B B

y x=  

 ניעזר כעת. מערכת המשוואות אשר אנו מנסים להרכיבמראשונה המשוואה את הקיבלנו 

  -בכך ש

) הנקודה                       )3( , )C CC x y 5 נמצאת על הישר 15y x− =.  

  : ורק אם מתקייםך מתקיימת א)3(טענה 
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)4(                                                     5 15
C C

y x− =  

ר ותנ. )4(- ו)2(המשוואות  : Cy- וBx ,By , Cxיש לנו כבר שתי משוואות עם הנעלמים   

ל ולפתור את מערכת המשוואות אשר "ות עם הנעלמים הנלהרכיב עוד שתי משווארק 

  . תתקבל

  ?כיצד נרכיב את שתי המשוואות הנוספות   

כיצד מרכיבים משוואות בגיאומטריה : מנוצכדי לענות על שאלה זו נשאל את ע   

  ?אנליטית

יטית היא להביע  בגיאומטריה אנלות עם כמה נעלמיםאחת הדרכים להרכבת משווא   

 ,את השיעורים של נקודה כלשהי הנמצאת על קו שמשוואתו ידועהנעלמים באמצעות ה

ולאחר מכן להציב את הביטויים אשר התקבלו עבור שיעורי הנקודה במשוואת הקו שעליו 

  .הנקודה נמצאת

משוואה של אחד התיכונים ה. ABCהמשולש של    ברשותנו משוואות של שני תיכונים 

2yהיא  x= ,5 היא הנוסףהמשוואה של התיכון ו 15y x− ננסה להביע באמצאות .  =

2y את השיעורים של נקודה כלשהי על ישר C- וBשיעורי הנקודות  x=  ,כן את וכמו 

5עורים של נקודה כלשהי על ישר שיה 15y x− =.  

2yלומר על הישר  אפשר מה : נשאל את עצמנו את שתי השאלות הבאות    x=  ?  את

על ישר זה אפשר להביע ) B מתלכדת עם נקודה שאינה(השיעורים של איזו נקודה 

  ?Aנקודה באמצעות השיעורים הידועים לנו של  וC- וBיעורי הנקודות באמצעות ש

2y  הישר    x= עובר דרך נקודה B חוצה את הקטעו AC.   מכאן   

2y  נמצא על הישרACאמצע הקטע                                 )5( x= .  

  :מתקיים, לפי הנוסחאות לשיעורי אמצע הקטע. M- בACאמצע הקטע נסמן את    

)6(                                                        
2

A C

M

x x
x

+
=  

)7(                                                        
2

A C

M

y y
y

+
=  



 שיטות חשיבה בגיאומטריה אנליטית

  
    אין לצלם ולהעתיק ספר זה–כל הזכויות שמורות למיכאל בלאוסוב    © 

47

  : ידועים לנוAנקודה שיעורי    

)8(                                                     8Ay =,     1Ax =  

  :נקבלו, )8( על פי שורה )7(- ו)6( נציב בשוויונים   

)9(                                                        
1

2

C

M

x
x

+
=  

)10(                                                     
8

2

C

M

y
y

+
=  

  : נקבל)5(על סמך טענה    

)11(                                                       2M My x=.  

נקבל את המשוואה הבאה עם הנעלמים ו, )10(- ו)9(ם  על פי השוויוני)11(נציב בשוויון    

Cxו -Cy:   

)12(                                             
8 1

2
2 2

C C
y x+ +

= ⋅  

  :ם הבאיםעורי נקודה זו מתקיימים השוויוניעבור שי. AB את אמצע הקטע N-נסמן ב   

)13(                                                      
1

2

B

N

x
x

+
=  

)14(                                                     
8

2

B

N

y
y

+
=  

)15(                                                   5 15
N N

y x− =  

 Bxנקבל את המשוואה הבאה עם הנעלמים ו, )14(- ו)13(ים  על פי שוויונ)15(נציב בשוויון    

   : By-ו

)16(                                         
8 1

5 15
2 2

B B
y x+ +

⋅ − =  



 משוואות  אחת הדרכים להרכבת . 5

  
    אין לצלם ולהעתיק ספר זה–כל הזכויות שמורות למיכאל בלאוסוב    © 

48

. )16(- ו)12(, )4(, )2(משוואות : ל" הנעלמים הנתמשוואות עם ארבע   כעת ברשותנו ארבע 

שתי המשוואות בואילו ,  By- וBx רק הנעלמים מופיעיםואות שתיים מארבע המשוב

 ארבע לכן במקום לרשום את המערכת של. Cy- וCx רק הנעלמים מופיעים האחרות

 אנו יכולים להרשות לעצמנו לרשום ולפתור שתי מערכות ,משוואות עם ארבעה הנעלמים

של שתי ומערכת ,  By - וBxמערכת של שתי משוואות עם הנעלמים : קטנות יותר

נקבל המשוואות השקולות  את אך לפני כן, זאתנעשה . Cy- וCxמשוואות עם הנעלמים 

  . אשר יהיו פשוטות יותר)16(- ו)12(למשוואות 

  

  : שקולה למשוואה הבאה)12(משוואה    

                                                       8 2(1 )C Cy x+ = +   

  :ה שקולה למשוואה הבאזומשוואה   

)17(                                                     2 6C Cy x= −     

  :)16(המשוואות הבאות שקולות אחת לשנייה ולמשוואה   

                                                   5(8 ) (1 ) 30B By x+ − + =   

                                                    40 5 1 30
B B

y x+ − − =  

)18(                                                      5 9
B B

x y= +  

  נפתור את המערכת    

 )19(                                                   
2

5 9

B B

B B

y x

x y

=


= +
  

משוואה השנייה של מערכת משוואות זו על פי נציב ב. )18(- ו)2(המורכבת מהמשוואות 

  : ונקבל,הראשונה שלההמשוואה 

                                                      5(2 ) 9
B B

x x= +  

  :אה האחרונהות המשונפתור א  
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)20(            5(2 ) 9 10 9 9 9 1
B B B B B B

x x x x x x= + ⇔ = + ⇔ − = ⇔ = −  

בלנו בשורה יק  על פי התוצאה אשר )19(משוואות הנציב במשוואה הראשונה של מערכת    

  :נקבלו, )20(

                                                                2
B

y = −  

) של המשולש המדובר נמצא בנקודה Bקיבלנו כי הקודקוד     1, 2)− −.  

  לאחר שפותרים את מערכת     

)21(                                                  
5 15

2 6

C C

C C

y x

y x

− =


= −
  

  .(5,4) של המשולש נמצא בנקודה C מקבלים כי קודקוד ,)17(- ו)4(ממשוואות המורכבת 

) הקודקודים הם הנקודות :תשובה 1, 2)−   .(5,4)- ו−

  

, Bxקיבלנו ארבע משוואות עם הנעלמים יתגלה כי , נבחן את העניין לעומקו אם .הערה

By ,Cxו -Cyהנעלמים הבאיםת ממערכת של שמונה משוואות עם שמונ  :Bx ,By ,Cx ,

Cy ,Mx ,My ,Nxו -Ny .2(המשוואות : מערכת זו כללה  את שמונה המשוואות הבאות( ,

שהיה כל מה מערכת המשוואות האחרונה משקפת את . )15(- ו)14(, )13(, )11(,)10(, )9(, )4(

שתי ) א: מת את התנאים הבאיםהיא שקולה למערכת המשוואות המקיי. נתון בבעיה

שתי המשוואות ) ב, )19(ות שלה הן המשוואות הרשומות במערכת משוואות הראשונה

ארבע המשוואות האחרונות ) ג, )21(הבאות במערכת זו הן המשוואות הרשומות במערכת 

  .)14(, )13(, )10(, )9(של המערכת הן משוואות 
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 . מנותשבע  .6

 שני  אליוהתקרבומון וה נדחקו דרך ההנהאך ,  עוד היה ממשיך לנאום זמן רב הסמל הפטפטן... 

, את כל השטויות בבת אחת תגיד אל ,'סמיון ניקיטוביץ": לו בתוכחהאמרו השניים ניגשו אליו ו. וזקיםק

  .בלה אל רכבת תואותו בידיהם והוליכואספו אותו ואז   ,"תשמור משהו למחר

  )ארטיום וסיולי(   

  
  
  

אלה  ו,בני האדם אפילו לא ינסורוב .    לא כל אחד מסוגל לאכול ברווז שלם בבת אחת

 שלם לוויתןול כאדם אחד מסוגל לא,  לעומת זאת.חה לאחר הארושינסו ודאי יחושו ברע

  .  רביםלות במשך חודשיםו לא גדבמנותכל אותו אם יא

  

  

   שלם ברווז6.0

 ששניים ABCDנתונה מקבילית  .בעיה

,12)- וC(6,15)דקודיה הם מקו 3)D קטע . −

AE הוא  גובה לצלע CD, וקטע CF הוא גובה 

 נפגשים בנקודה BD- וCF הגבהים. ADלצלע 

(3,6)M ) ציור משמאלראו.(  

  CFמצאו את משוואת הישר   .א

  AEמצאו את משוואת הישר   .ב

  A נקודהעורים של מצאו את השי  .ג

  ABצלעמצאו את משוואת ה  .ד

   Bנקודה  מצאו את השיעורים של  .ה

  . את תשובתכםנמקו?  היא מעויןABCDהאם המקבילית : ענו על השאלה הבאה  .ו

  .הטחואת ש ABCDהמקבילית היקף מצאו את   .ז

  
 כדי להקל אתולכן , הפתרון וההסברים הנלווים משתרעים על פני מספר רב של עמודים

  .  מנותלשבע נחלק אותה  פתרון הבעיה" עיכול"תהליך 

A 

B 

C 

D 

M 

F 

E 
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  מנה ראשונה  6.1

 ששניים ABCD נתונה מקבילית .בעיה

,12)- וC(6,15)מקודקודיה הם  3)D קטע . −

AEגובה לצלע  הוא CD, וקטע CF הוא גובה 

 נפגשים בנקודה BD- וCF הגבהים. ADלצלע 

(3,6)M ) מצאו את משוואת ). יור משמאלצראו

  .CF הישר

  
  

  

  

 נתונים ישנם ל"נבעיה הב ,הבעיות שעמן יש להתמודד בחיי היומיום   בדומה לרוב 

 ,כרחייםותרים לבין נתונים ה בין נתונים מיבדיל חייב להמסוג זהפותר בעיה ה. מיותרים

   ?נכון, משמעותיזה מכשול . אותהשבלעדיהם אי אפשר לפתור 

  .'א   דרך החשיבה ופתרון 

  ?זו ה   מה צריך למצוא בבעי

  .CFℓ -נסמן את הישר גם ב , 2פרק בכפי שהסכמנו . CFהישר    צריך למצוא את משוואת 

  ?CFלְמה מהנתון בבעיה יש קשר כלשהו לישר ?    מה נתון

  .CF לישר שיש להם קשר כלשהו כעת רק את הנתוניםנרשום    

  על פי הנתון, בכןו   

  ABCD  במקביליתAD הוא גובה לצלע CFהקטע                      )1.1(

  : הנמצאות על ישר זהM - וC נתונים שיעורי הנקודות כמו כן

)2.1(                                                          (6,15)C  

)3.1(                                                          (3,6)M  

כלומר היא נמצאת , BD- וCFהקטעים של   היא נקודת המפגשMהנקודה לפי הנתון (

  .)על כל אחד מקטעים אלה

A 

B 

C 

D 

M 

F 

E 



 תשבע מנו. 6

  
    אין לצלם ולהעתיק ספר זה–כל הזכויות שמורות למיכאל בלאוסוב    © 

52

 הן נתונים )3.1(- ו)2.1(טענות .  היא נתון מיותר)1.1(עלינו לפתור כעת טענה ש    בבעיה 

 יזכרואז י ,כיצד מוצאים את המשוואה של ישר מסויםי שישאל את עצמו מ. הכרחיים

יוכל להבחין בקלות , ישר העובר דרך שתי נקודות למשוואת אותהנוסחאחת בלפחות 

ובשלב מאוחר יותר בסעיף זה ניעזר ,  נעסוק בנוסחאות אלו.בהבדלים אלה בין הנתונים

לי להיעזר ב CF משוואת הישר  נמצא אתראשית .באחת מהן לפתרון הבעיה הנוכחית

  .ישר העובר דרך שתי נקודותבאף נוסחה למשוואת 

 ניזכר ."?כיצד מוצאים את המשוואה של ישר מסוים"תשובה אחרת לשאלה בניעזר    

  :  ישר בדרך הבאהשל  שלעתים קרובות מוצאים את משוואתו

 של אחת הנקודות הנמצאות 1y- ו1x של הישר ואת השיעורים m השיפועמוצאים את 

 m לאחר מכן מציבים את המספרים שנמצאו בנוסחה למשוואה של ישר ששיפועו .עליו

1נקודה ואשר  עובר דרך  1( , )x y .להלןוסחה הנ:  

)4.1(                                               1 1( )y y m x x− = −   

אם השיפוע בודקים את המשוואה של ישר בדרך זו לפני שמנסים למצוא , קרובותתים    לע

, במילים אחרות (x-כלומר הישר מאונך לציר ה,  לא מוגדרשיפועואם . של הישר מוגדר

 למצוא את דיאז כדי למצוא את משוואתו , ) או מתלכד עמוy-הישר מקביל לציר ה

 לרשום את אפשרלאחר מכן . עליו של אחת הנקודות הנמצאות 1xשיעור הראשון ה

1x: משוואת הישר x=. 1  

לכן ). )3.1(- ו)2.1(שורות ראו את (ים זה מזה   שונM- וC של הנקודות x-   שיעורי ה

  . ושיפעו מוגדרx-ר ה לא מאונך לציCFהישר 

  ?כיצד מוצאים את השיפוע של ישר:    כעת נשאל את עצמנו

 כלשהן המונחות על ישר ניתן לחשב ידועים השיעורים של שתי נקודות    במקרה כאשר 

   לפי הנוסחהmאת שיפועו 

)5.1(                                                        2 1

2 1

y y
m

x x

−
=

−
  

                                                
 של אחת 1yכדי למצוא את משוואתו די למצוא את שיעור , y-אם הישר מאונך לציר ה, באופן דומה 1

1y: לאחר מכן אפשר לרשום את משוואת הישר. הנקודות הנמצאות עליו y=  
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1הנקודות ,  שתי נקודותבאגף הימני של הנוסחה האחרונה רשומים השיעורים של 1( , )x y 

2 -ו 2( , )x y ,הנמצאות על הישר.  

- וC השיעורים של נקודות, CF על הישר נמצאות   ברשותנו שיעורים של שתי נקודת ה

M:  

)6.1(                     6, 15C Cx y=   ))2.1( השורהראו את  (Cנקודההשיעורים של    (=

  -ו

)7.1(                    3, 6M Mx y=   ))3.1( ראו את השורה (Mנקודההשיעורים של   (=

  יםלפי השוויונ )5.1(כאשר נציב בנוסחה 

)8.1(                                               1 1,M Mx x y y= =  

  -ו

                                                       2 2,C Cx x y y= =  

נקבל את השוויון הבא עבור השיפוע  
CF

m  של הישרCF:  

                                                           C M
CF

C M

y y
m

x x

−
=

−
  

  : ונקבל)7.1(- ו)6.1( שורות   עכשיו נציב בשוויון האחרון על פי 

)9.1(                                             
15 6 9

3
6 3 3

CFm
−

= = =
−

  

 השוויון לפי  )4.1(נציב בנוסחה  CF לקבל את משוואת הישר כדי   
CF

m m= שורה  ולפי

  :נקבלו, )8.1(

)10.1(                                   : ( )
CF M CF M

y y m x x− = −ℓ  

1ם ילפי השוויונ נציב בה )8.1( שורה לפי )4.1(או במקום להציב במשוואה  C
x x=ו -

1 C
y y=,ונקבל :  
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)11.1(                                    : ( )
CF C CF C

y y m x x− = −ℓ   

 ונקבל את המשוואה הבאה של ישר ,)9.1(- ו)7.1(פי שורות ל )10.1( בנוסחהלאחר מכן נציב 

CF:  

                                                         6 3( 3)y x− = −  

  :  ונקבל את המשוואה הבאה של ישר זה,)9.1(- ו)6.1(שורות  לפי )11.1(או נציב במשוואה 

                                                         15 3( 6)y x− = −  

  :באההשתי המשוואות האחרונות שקולות זו לזו ולמשוואה 

)12.1(                                                     3 3y x= −  

  .CFזאת משוואה מפורשת של הישר 

  .' בדרך החשיבה ופתרון

 נקבל את הנוסחה הבאה למשוואת הישר העובר )5.1(פי שוויון ל )4.1( במשוואה אם נציב   

  :דרך שתי נקודות

)13.1(                                          2 1
1 1

2 1

( )
y y

y y x x
x x

−
− = −

−
               

1תנאי  לענוסף אם     2x x≠1  מתקיים גם התנאי 2y y≠ , שקולה )13.1(אז משוואה 

  :למשוואה הבאה

 )14.1(                                               1 1

2 1 2 1

y y x x

y y x x

− −
=

− −
   

  ולמשוואה הבאה

)15.1(                                                1 1

2 1 2 1

x x y y

x x y y

− −
=

− −
       

 יש )15.1(לנוסחה . )13.1(נוסחה מאשר את  )15.1(- ו)14.1( נוסחאותקל יותר לזכור את    

)הנקודה ש  נובעת מכךהיא: )13.1(יתרון נוסף על פני נוסחה  , )x y על הישר העובר מצאתנ 

1הנקודות דרך  1( , )x y2 - ו 2( , )x y1 הווקטור,  ורק אם, אם 1( , )x x y y−   בווקטור  תלוי −
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2 1 2 1( , )x x y y− − .  

  :םלפי השוויונינציב בה . )15.1(      נפתור את הבעיה האחרונה בעזרת נוסחה 

                                         1 1 2 23, 6, 6, 15x y x y= = = =  

  :CF של הישר נקבל את המשוואה). )7.1(- ו)6.1(שורות ראו (

                                                           
3 6

6 3 15 6

x y− −
=

− −
  

  .)12.1( המשוואה האחרונה שקולה למשוואה

3: תשובה 3y x= −.  

  

 . מוצאים את המשוואה של ישר מסויםכיצד חלנו לפתור את הבעיה בשאלההת .1הערה 

 השיעורים של וא אתישר היא למצת משוואת  הדרכים למציאמכן אמרנו כי אחתלאחר 

  .)4.1( להיעזר בנוסחה לאחר מכן אפשר; של שיפוע הישר על ישר ואחת הנקודות הנמצאות

א את  למצואז כדי, דועים עליו יהישר ושיעורי אחת הנקודות הנמצאותנציין שאם שיפוע    

y במשוואה המפורשת nהגודל של האיבר החופשי  mx n= אפשר פשוט של הישר  +

 על  הידועים של הנקודה הנמצאתים השיפוע ואת השיעורלהציב במשוואה זאת את ערך

  .הישר

 קיבלנו שלוש .תהצגנו דרך נוספת למציא האחתלאחר שמצאנו את משוואת הישר בדרך    

למציאת באחת מהן כדי ונעזרנו  ,נוסחאות למשוואת הישר העובר דרך שתי נקודות

  . הנדרשתמשוואת הישר

  ? קיימות למציאת משוואת הישרנוספותאילו דרכים    

וקטור ואת  על הישר הנמצאתאת השיעורים של נקודה כלשהי מוצאים : זו גם דרך ישנה   

1הכיוון  2( , )u u u= הווקטור  (של הישרu0- השונה מ קטור הכיוון של  נקרא ו=(0,0)

 מאונךאם יתברר כי הישר לא , לאחר מכן; ) על הישר או מקביל לונמצא אם הוא ,הישר

  : למציאת משוואת הישרלהיעזר בנוסחה הבאה אפשר, לאף אחד מהצירים
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)16.1(                                                 1 1

1 2

x x y y

u u

− −
=                                   

1כאן ( 1( , )x y –על הישרנמצאת נקודה כלשהי ה .(  

 מקבלים אותה בהסתמך על כך . של הישרמשוואה קנונית   המשוואה האחרונה נקראת 

)נקודה ש , )x y1 ורק אם הווקטור  הישר אך על נמצאת 1( , )x x y y−  אריתיתלוי לינ −

1יוון הכווקטור ב 2( , )u u u=של הישר .  

  :CF וקטור הכיוון של הישרבבעיה שפתרנו הווקטור הבא הוא         

)17.1(                                   (6 3,15 6) (3,9)u MC= = − − =
�����

  

ואת השיעורים ) 1y- ו1xבמקום (Mנקודה את השיעורים של  )16.1(כאשר נציב בנוסחה 

                                                                                 משוואה הנקבל את , )17.1( הרשומים בשורה CFוקטור הכיוון של הישר של 

                                                           
3 6

3 9

x y− −
=  

  .)12.1( האחרונה שקולה למשוואה המשוואה

  .)16.1( נובעת מנוסחה )15.1(נוסחה שימו לב ש   

 על נמצאותדות ה של אחת הנקוהןשיעורימוצאים את :  למציאת משוואתרך נוספת   ד

)את הווקטור והישר  , )n a b= 2 2( 0)a b+  אפשר להיעזר לאחר מכן;  הניצב לישר≠

  :למציאת משוואת הישרבנוסחה הבאה 

 )18.1(                                       1 1( ) ( ) 0a x x b y y− + − =  

1כאן ( 1( , )x y –על הישרנמצאת נקודה כלשהי ה .(  

 רשומה השמאלי שלהבאגף תקבלה המשוואה האחרונה שימו לב כי  להבין כיצד הכדי   

)המכפלה הסקלרית של הווקטור  , )n a b=1 בווקטור   הניצב לישר 1( , )x x y y− − .  

  :לאחר פתיחת הסוגריים במשוואה האחרונה נקבל את המשוואה הכללית של הישר   

                                                          0ax by c+ + =,  

1 שבה  1c ax by= − −                                            

  .  עיף הבא בס)18.1(    נדגים את השימוש בנוסחה 
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) בנקודה x-   אם ידוע כי הישר חותך את ציר ה ,0)p ,את ציר ה-y 0)בנקודה, )q 

0p: ומתקיים 0q וגם ≠ משוואה ללהגיע אפשר  )5.1(- ו)4.1( ת נוסחאותאז בעזר, ≠

  :הבאה של הישר

)19.1(                                                    1
x y

p q
+ =  

 למצוא אפשר )19.1(רת נוסחה  בעז.משוואת הישר בקטעיםהמשוואה האחרונה נקראת 

אף אחד לא מקביל ל, ית מערכת הצירים לא עובר דרך ראשהואאם משוואת הישר את 

  .חותך את הצירים הישרידוע באילו נקודת  ו השיעוריםצירימ

 y ואת x ונביע את t- ל)16.1( מהאגפים במשוואה כל אחד שווהנציין שאם נלסיום    

  :קבלנ, tבאמצעות 

                                                          1 1

1 2

x x u t

y y u t

= +


= +
  

      .משוואות אלו נקראות משוואות פרמטריות של הישר

 לשאול אפשר "?כיצד מוצאים את המשוואה של ישר מסוים" ההשאל םובמק. 2הערה  

  ."?רמה עלינו למצוא כדי שנוכל לרשום את משוואת היש"

   את משוואת הישר עלינו למצואשנוכל לרשום ברוב המקרים כדי: בה לשאלה היאהתשו   

או ( על הישר ואת השיפוע של הישר  הנמצאת כלשהיאת השיעורים של נקודה  )א

  )הראות שהשיפוע לא מוגדרל

  או

  ת על הישרות הנמצאונקודשתי את השיעורים של   )ב

  או

  וקטור הכיוון של הישרהישר ואת  על כלשהי הנמצאתנקודה את השיעורים של   )ג

  או

  על הישר ואת הווקטור הניצב לישרכלשהי הנמצאתאת השיעורים של נקודה   )ד

  ,או

 ,הצירים דרך ראשית  ולא עובר השיעוריםמציריאם הישר לא מקביל לאף אחד   )ה

  את השיעורים של נקודות החיתוך של הישר עם הצירים יש למצוא 
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    .למצוא את משוואת הישר במישור בדרך הראשונהל בדרך כל רגילים תלמידי תיכון   

  

נעביר תתקבל שבמשוואה ו , במכנה המשותף שלה)14.1(אם נכפיל את משוואה . 3 הערה

  :נקבל את המשוואה הבאה, ימן נגדיסאת הביטוי הרשום באגף הימני לאגף השמאלי עם 

)20.1(                          2 1 1 2 1 1( )( ) ( )( ) 0x x y y y y x x− − − − − =  

11  דטרמיננטההור כי עבמי שיודע     12

21 22

a a

a a
   :)לפי ההגדרה ( מתקיים

                                             11 12

11 22 12 21

21 22

a a
a a a a

a a
= −    

  :הה הבא בצור)20.1( יכול לרשום את משוואה

)21.1(                                        2 1 2 1

1 1

0
x x y y

x x y y

− −
=

− −
  

  :מתקיים כי 2רמיננטות יכול להראותדטב שמתמצא יותרמי 

 )22.1(                                 

1 1

2 1 2 1

2 2

1 1

1

1

1

x y
x x y y

x y
x x y y

x y

− −
=

− −
  

1הנקודות ולקבל את המשוואה הבאה של הישר העובר דרך  1( , )x y2 - ו 2( , )x y  

)23.1(                                            

1 1

2 2

1

1 0

1

x y

x y

x y

=.  

מקבילים המשוואות הישרים את  למצוא גם  אפשר)23.1(- ו)21.1(נציין כי בעזרת נוסחאות 

  .לצירים

  :על דטרמיננטותעוד כמה מילים    

                                                
השלישית של הדטרמיננטה ו ות השנייההשורלחסר מ:  בדרך הבאה)22.1( לקבל את השוויון אפשר  2

 את הדטרמיננטה אשר תתקבל מכן לפתח ולאחר ,הרשומה באגף השמאלי של השוויון את השורה הראשונה
 .לפי העמודה השלישית
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1ווקטורים השטח המקבילית הבנויה על  .1משפט  11 12( , )a a a=2-  ו 21 22( , )a a a= 

11-היוצאים מאותה נקודה שווה ל 12

21 22

a a

a a
11- או ל  12

21 22

a a

a a
 מסובבים את אם כאשר ;−

, 2a עד שכיונו יתלכד עם כיוונו של הווקטור 180°- קטנה מה בזווית 1aהווקטור 

ננטה צריך לרשום את הסימן  לפני הדטרמיאז, הסיבוב מתבצע בניגוד לכיוון מחוגי השעון

 לרשום לפני הדטרמיננטה את יש , השעוןימחוג עם כיווןואם הסיבוב מתבצע  ;"פלוס"

  ".מינוס"הסימן 

1 שטח המשולש שקודקודיולכדי לקבל נוסחה ניעזר במשפט זה     1( , )x y ,2 2( , )x yו - 

3 3( , )x y .שטח המקבילית הבנויה על הווקטורים  שווה למחצית שטח משולש זה

2 1 2 1( , )x x y y− 3- ו− 1 3 1( , )x x y y−  - כי שטח המשולש שווה לנובע 1משפט מכאן ומ. −

2 1 2 1

3 1 3 1

1

2

x x y y

x x y y

− −

− −
2 - או  ל 1 2 1

3 1 3 1

1

2

x x y y

x x y y

− −
−

− −
 הווקטור  מסובבים אתאם כאשר ; 

2 1 2 1( , )x x y y− נו יתלכד עם כיוונו של הווקטור ו עד שכיו180°- בזווית קטנה מ−

3 1 3 1( , )x x y y− ננטה צריך אז לפני הדטרמי, בניגוד לכיוון מחוגי השעוןהסיבוב מתבצע , −

 מחוגי השעון צריך לרשום לפני וןעם כיו ואם הסיבוב מתבצע ;"פלוס"לרשום את הסימן 

  ".מינוס"הדטרמיננטה את הסימן 

מתקיים מסיקים כי  )22.1( סמך שוויון המשולש ועלשטח הנאמר לעיל על על סמך     

  :המשפט הבא

1דיו הם הנקודות שטח המשולש שקודקו.  2 משפט 1( , )x y ,2 2( , )x y3 - ו 3( , )x y שווה 

-ל

1 1

2 2

3 3

1
1

1
2

1

x y

x y

x y

- או ל

1 1

2 2

3 3

1
1

1
2

1

x y

x y

x y

 לפני הדטרמיננטה יש" פלוס"סימן האת . −

ים סדר הקודקוד ואם ;השעוןם הוא בניגוד לכיוון מחוגי לרשום כאשר סדר הקודקודי

  ."מינוס" לרשום סימן הוא עם כיוון מחוגי השעון יש

משוואת הישר  ל)23.1( של נוסחהלקבל הוכחה נוספת  במשפט זה כדי  להיעזראפשר   

1ודות הנק. העובר דרך שתי נקודות 1( , )x y ,2 2( , )x y3 - ו 3( , )x y ך על אותו ישר אנמצאות 

  :רק אם מתקייםו כלומר אך, שהן קודקודיו הוא אפס" משולש"רק אם שטח הו
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1 1

2 2

3 3

1

1 0

1

x y

x y

x y

=  

  .)23.1( נקבל את נוסחה y- ב3y ואת x- ב3xאם בשוויון האחרון נחליף את 

  

  מנה שנייה  6.2

  : זה נפתור את הבעיה הבאה   בסעיף

 ששניים ABCD נתונה מקבילית .בעיה

,12)- וC(6,15)מקודקודיה הם  3)D קטע . −

AEגובה לצלע  הוא CD וקטע CF הוא גובה 

פגשים בנקודה  נBD- וCF הגבהים. ADלצלע 

(3,6)M ) מצאו את משוואת ). ציור משמאלראו

  AEהישר 

  

  

  

  .פתרון   דרך החשיבה ו

  ?מה צריך למצוא בבעיה זו      

  .AEצריך למצוא את משוואת הישר       

  ?AEש קשר כלשהו לישר לְמה מהנתון בבעיה י?  ומה נתון     

  .AEלישר קשר כלשהו ת הנתונים שיש להם נרשום להלן רק א      

  : הנמצאת על ישר זהMנתונים השיעורים של נקודה , בכןו      

)1.2(                                                        (3,6)M  

   נתון כי כמו כן

  . ABCD  במקביליתCD הוא גובה לצלע AEהקטע                     )2.2(

  ?  מוצאים את המשוואה של ישר מסוים   כיצד

A 

B 

C 

D 

M 

F 

E 
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  :כך פותרים בעיות רבות מסוג זה   

ת  של אחת הנקודות הנמצאו1y- ו1x של הישר ואת השיעורים m השיפועמוצאים את 

ה הבאה למשוואה של ישר עם לאחר מכן מציבים את המספרים שנמצאו בנוסח; עליו

1 ואשר  עובר דרך הנקודה mשיפועו  1( , )x y:  

                                                    1 1( )y y m x x− = −   

     בהסתמך על נוסחה זו מסיקים כי

)3.2(                                       : ( )
AE M AE M

y y m x x− = −ℓ    

  :ם הבאים   ברשותנו השוויוני

)4.2(                               3, 6
M M

x y=   ))1.2( ראו שורה  (=

 עלינו למצוא את השיפוע    
AE

m של הישר AE . ממנה נובע כי . )2.2(הבה נתבונן בטענה

  :זה מאונכים זה לCD - וAEהישרים 

                                                             AE CD⊥  

  השיפוע גודלו של ומהלכן אילו היינו יודעים 
CD

m של הישר CD , היינו יכולים לחשב את

השיפוע 
AE

m של הישר AEלפי השוויון הבא :  

)5.2(                                                   
1

AE

CD

m
m

= −  

 רק להציב את שיפועו ואת שיעורי נותר AE כדי לקבל את משוואת הישר ,לאחר מכן

  .)3.2( בנוסחה Mהנקודה 

 מה ?מה נתון: נשאל את עצמנו. CD בניסיון לחשב את השיפוע של הישר נתמקד   כעת 

  יכול לעזור לנו לחשב את השיפועמהנתון בבעיה
CD

m של הישר CD?  

הנקודות שיעורי , CD על הישר ם השיעורים של שתי נקודות הנמצאות   בין היתר נתוני

Cו -D:  

)6.2(                                                        (6,15)C,  
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)7.2(                                                        (12, 3)D −.  

לכן נוכל למצוא את השיפוע  
CD

m של הישר CDבעזרת השוויון   

                                                           D C

CD

D C

y y
m

x x

−
=

−
  

  :ים השוויונפינציב בשוויון האחרון ל).  הקודםסעיף ב)5.1( נוסחהראו (

      6, 15, 6, 3C C D Dx y x y= = = =   ))7.2(-ו )6.2( ראו את השורות  (−

  : ונקבל

)8.2(                                     
3 15 18

3
12 6 6

CDm
− − −

= = = −
−

  

  :ולקבל ,)8.2(שורה  לפי )5.2(   כעת נוכל להציב בשוויון 

)9.2(                                                  
1 1

3 3
AEm = − =

−
  

 ואת שיעורי הנקודה אשר כעת מצאנו AEm  השיפועערך את )3.2(ה חוסלאחר שנציב בנ   

M)  הישר עבורנקבל , ))4.2(שורה ראו AEאת המשוואה הבאה:  

                                                       
1

6 ( 3)
3

y x− = −    

     המשוואה האחרונה שקולה למשוואה 

)10.2(                                                   
1

5
3

y x= +             

  . AEהמפורשת של הישר    זאת המשוואה 

   .)18.1( בעזרת נוסחה AE למצוא את משוואת הישר שרפ א.הערה
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12)הווקטור  6, 3 15) (6, 18)CD = − − − = −
����

כאשר נציב בנוסחה . AE מאונך לישר 

את השיעורים ( M(3,6)ה ואת השיעורים של הנקודה שיעורים של ווקטור זה את )18.1(

  : את המשוואה הבאהAE הישרעבור נקבל ) 1y- ו1x נציב במקום Mשל נקודה 

                                                   6( 3) 18( 6) 0x y− − − =  

  .)10.2(המשוואה האחרונה שקולה למשוואה 

  

  מנה שלישית  6.3

 ששניים ABCDנתונה מקבילית . בעיה

,12)- וC(6,15) הם מקודקודיה 3)D קטע . −

AEגובה לצלע  הוא CD, וקטע CF הוא גובה 

 נפגשים בנקודה BD- וCF הגבהים. ADלצלע 

(3,6)M ) מצאו את השיעורים ). ציור משמאלראו

  .Aשל נקודה 

  

  

  

  .   דרך החשיבה ופתרון

 : עושיםסדרות טלוויזיהרבים של  םיוצרינעשה כפי ש בעיה זו לפתור אתלפני שנתחיל    

   .הקודמיםנסקור את אירועי הפרקים 

  המשוואה היא . CFהמשוואה המפורשת של הישר  מצאנו את 6.1 בסעיףיזכר שהבה נ   

)1.3(                                                        3 3y x= −  

. AEואת המשוואה המפורשת  של הישר  CDמצאנו את השיפוע  של הישר  6.2 בסעיף   

  קיבלנו כי

                                                               3CDm = −,  

)2.3(                                               
1

: 5
3

AE y x= +ℓ   

A 

B 

C 

D 

M 

F 

E 
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  ?מה צריך למצוא בבעיה זו: נשאל את עצמנו, לאחר שרעננו את זיכרוננו   

  .Aנקודה צריך למצוא את השיעורים של    

  ?מישורבכיצד מוצאים את השיעורים של נקודה מסוימת    

  נקודהם של   בחלק ניכר מבעיות מסוג זה מוצאים את השיעורים הנדרשים כשיעורי

את  הנקודה בדרך זו מבצעים  כדי למצוא את שיעורי. במישורשני קוויםת למשותפ

; העוברים דרך הנקודה ואת משוואות הקוויםמוצאים שני קווים : פעולות הבאותה

הנקודה נמצאת על כל . השוואות קווים אלמפותרים את מערכת המשוואות המורכבת מ

 של כל אחד ים את המשוואות מקיימשיעוריהאחד משני הקווים העוברים דרכה ולכן 

סדור של שיעורי הנקודה הוא פתרון מערכת המשוואות הזוג המכאן . משני הקווים

  .3ממשוואות של שני קווים העוברים דרך הנקודההמורכבת 

 של אילו שני משוואות? Aאילו קווים עוברים דרך נקודה :    נשאל את עצמנו שתי שאלות

  ?  למצוארך הנקודה נמצאים ברשותנו או אפשר העוברים דקווים

 כבר מצאנו AEהישר ת משוואאת . AD- וAE , ABישרים ה עוברים A   דרך נקודה 

איזו . ADישר ה תמשווא או את ABעלינו למצוא את משוואת הישר ). )2.3(שורה ראו (

  ?משתי המשוואות עלינו למצוא כעת

לא ש נראה. ABם של נקודה כלשהי הנמצאת על ישר שיעוריבינתיים לא ידועים לנו    

לעומת . Aנוכל למצוא את משוואת הישר לפני שנצליח למצוא את השיעורים של נקודה 

  פי הנתוןל. ידועים לנו, ADהנמצאת על ישר , Dנקודה השיעורים של , זאת

)3.3(                                                        (12, 3)D −  

  . נוכל גם למצוא את משוואת הישר,ADאם נצליח למצוא את השיפוע של ישר 

  ? שיעזור למצוא את שיפועוו AD לומר על הישר מה אפשר   

שר  לי יש קשר שכבר מצאנומהומלְמה  מהנתון בבעיה : נשאל, י לענות על שאלה זו   כד

AD?  

  פי הנתון בבעיה   ל

  .  ABCD   במקביליתAD הוא גובה לצלע CFהקטע                         

  :אונכים זה לזה מAD- וCF הישרים מכאן

                                                
  . יכולים להיות פתרונות נוספים זוערכת משוואותלמ  3
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                                                               CF AD⊥  

  לכן

)4.3(                                                    
1

AD

CF

m
m

= −   

 את השיפוע
CF

m  של הישרCF קיבלנו כי. כבר חישבנו  

)5.3(                                                       3
CF

m =           

  : ונקבל,)5.3(שוויון  על פי )4.3(נציב  בשוויון 

)6.3(                                                    
1

3
ADm = −     

  : לפי הנוסחהAD הישר    נמצא את משוואת

                                               ( )D AD Dy y m x x− = −  

נקבל את המשוואה הבאה של הישר ו, )6.3(- ו)3.3(פי שורות  נציב  בנוסחה האחרונה ל

AD                      :  

                                                  
1

( 3) ( 12)
3

y x− − = − −    

  :האהמשוואה האחרונה שקולה למשוואה הב

)7.3(                                                    
1

1
3

y x= − +        

   לפתור את מערכת המשוואות נותרAנקודה    כדי למצוא את השיעורים של 

                                                        

1
5

3

1
1

3

y x

y x

 = +

 = − +


  

  . AD של הישר )7.3(משוואה  ומAE של הישר )2.3(משוואה המורכבת מ

  :מערכת המשוואות האחרונה שקולה למערכת המשוואות הבאה   
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)8.3(                                              

1 1
5 1

3 3

1
1

3

x x

y x

 + = − +

 = − +


  

  :    זומשוואות רכת ע   נפתור את המשוואה הראשונה של מ

                                                

1 1
5 1 3

3 3

15 3

2 12

x x

x x

x

+ = − + ⋅

+ = − +

= −

⇕

⇕

⇕

    

)9.3(                                                        6x = −   

  קיבלנו כי. A של הנקודה x-יעור ה   מצאנו את ש

)10.3(                                                     6
A

x = −  

- ונמצא את שיעור ה,)9.3(פי שורה  ל)8.3(   נציב במשוואה השנייה של מערכת משוואות  

yשל נקודה זו :  

                                                  

1
( 6) 1

3

3

y

y

= − ⋅ − +

=

⇕  

  קיבלנו כי. Aנקודה  של y-   מצאנו את שיעור ה

)11.3(                                                     3
A

y =  

  קיבלנו כי. Aנקודה    כעת ברשותנו שני השיעורים של 

                                                             ( 6,3)A −.  
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  מנה רביעית  6.4

 ששניים ABCDנתונה מקבילית . בעיה

,12)- וC(6,15)מקודקודיה הם  3)D קטע . −

AE גובה לצלע  הואCD, וקטע CF הוא גובה 

 נפגשים בנקודה BD- וCF הגבהים. ADלצלע 

(3,6)M ) מצאו את המשוואה ). ציור משמאלראו

  .ABשל הצלע 

  

  

  

  

  

  .בה ופתרוןדרך החשי

   הקודמים קיבלנו כיסעיפים ה   בשלושת

                                                         : 3 3CF y x= −ℓ,  

)1.4(                                                      3CDm = −,  

                                                       
1

: 5
3

AE y x= +ℓ   

  :קיבלנו. Aומצאנו את השיעורים של נקודה 

)2.4(                                                         ( 6,3)A −.  

  .אנחנו מוכנים למשימה חדשה   כעת 

  

  ?מה צריך למצוא בבעיה זו: כרגיל נתחיל בשאלה   

  .AB   צריך למצוא את המשוואה של הישר 

  ?כיצד מוצאים את המשוואה של ישר מסוים   

  :  צאים את המשוואה של ישר כךתים קרובות מו   לע

A 

B 

C 

D 

M 

F 

E 
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ת נמצאו של אחת הנקודות ה1y- ו1x של הישר ואת השיעורים m יפועמוצאים את  הש

 mלמשוואה של ישר עם שיפועו ם את המספרים שנמצאו בנוסחה לאחר מכן מציבי; עליו

1 עובר דרך הנקודה ואשר 1( , )x y:  

                                                   1 1( )y y m x x− = −.    

כלומר את השיעורים של , AB על הישר  אחת הנקודות הנמצאותם שלשיעוריאת ה   

  ).  )2.4(ראו את השורה (כבר מצאנו , Aנקודה 

    ננסה למצוא את השיפוע
AB

m של הישר AB . במטרה למצוא את
AB

mנשאל את עצמנו  :

  4 ?במה מהנתון בבעיה עוד לא השתמשנו

  פי הנתוןלעוד לא השתמשנו בכך ש   

  . הוא מקביליתABCD המרובע                                  )3.4(

     מכאן

)4.4(                                                        AB CD�.   

 ורק אם מקבילים  זה לזה אך) דים זה עם זה מתלכשאינם(שני ישרים במישור   

 )4.4(לכן מטענה .  לכל אחד מהישרים שיפוע לא מוגדראם שיפועיהם שווים זה לזה או 

   כינובע

)5.4(                                                      
AB CD

m m=.  

  ).)1.4(שורה ראו (כבר מצאנו  CDפוע של הישר    את השי

  כי) לפי כלל המעבר( נובע )5.4(- ו)1.4(ם    משוויוני

)6.4(                                                        3
AB

m = −.  

  : לפי הנוסחה הבאהAB   נוכל למצוא את משוואת הישר 

                                                     ( )
A AB A

y y m x x− = −.  

                                                
  .לא השתמשנו בסעיפים הקודמים, כלומר 4
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 של  וואת גודלAנקודה  בנוסחה האחרונה את השיעורים של נציב
AB

m ראו (  אשר מצאנו

  :AB ונקבל את המשוואה של הישר ,))6.4(- ו)2.4(שורות 

                                                         3 3 ( 6)y x− = − ⋅ +  

  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה

                                                              3 15y x= − −  

  .ABזאת משוואה מפורשת של הישר 

  

  

  

  חמישיתמנה  6.5

 ששניים ABCDנתונה מקבילית . בעיה

,12)- וC(6,15)מקודקודיה הם  3)D קטע . −

AEגובה לצלע  הוא CD, וקטע CF הוא גובה 

 נפגשים בנקודה BD- וCF הגבהים. ADלצלע 

(3,6)M ) מצאו את השיעורים ). ור משמאלציראו

   .Bנקודה של 

  

  

  

  .פתרון   דרך החשיבה ו

  ?מה צריך למצוא בבעיה זו      

  .Bנקודה צריך למצוא את השיעורים של       

- וABרי נקודת החיתוך של הישרים והנקודה הזאת כשיעאפשר למצוא את שיעורי      

BC ,טובה יותר, אך אנחנו נמצא את השיעורים בדרך אחרת.  

  פי הנתון   ל

  . הוא מקביליתABCDהמרובע                                         

A 

B 

C 

D 

M 

F 

E 
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  : של המקביליתD- וA ,C יםקודקודהברשותנו שיעורים של 

)1.5(                                        ( 6,3)A   )6.3סעיף קיבלנו ב ( −

)2.5(                                            (6,15)C ) פי הנתוןל (,  

)3.5(                                          (12, 3)D   ).פי הנתוןל  (−

לכן נקודת מפגש .  האלכסונים במקבילית חוצים זה את זה:קיים משפט שלפיו   

 ,מכאן.  BD ושל הקטע AC היא אמצע של הקטע ABCDנים של המקבילית האלכסו

נקבל כי עבור שיעוריה מצד ,  המדוברים את נקודת המפגש של האלכסוניםN-אם נסמן ב

  :אחד מתקיים

)4.5(                                                      
2

A C
N

x x
x

+
=  

)5.5(                                                      
2

A C
N

y y
y

+
=  

  :שני מתקייםומצד 

)6.5(                                                     
2

B D
N

x x
x

+
=  

)7.5(                                                   
2

B D
N

y y
y

+
=.  

 הידועים לנו D- וA ,Cשיעורי הנקודות כאשר נציב בארבעת השוויונים האחרונים את 

  :נקבל את מערכת המשוואות הבאה) )3.5(- ו)2.5(, )1.5(ראו שורות (

                                                           

6 6

2

3 15

2

12

2

3

2

N

N

B
N

B
N

x

y

x
x

y
y

− + =


+ =



+ =

 − =

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:  הנעלמים הבאים משוואות עם ארבעתת מערכת של ארבעזא
N

x ,
N

y ,
B

xו -
B

y . היא

  :שקולה למערכת המשוואות הבאה

)8.5(                                                    

0

9

12

2

3

2

N

N

B
N

B
N

x

y

x
x

y
y

=
 =
 + =

 −

=


          

 ונקבל את ,פי המשוואה הראשונה שלהמערכת האחרונה להשל השלישית נציב במשוואה 

  :המשוואה הבאה

                                                           
12

0
2

B
x +

=  

  :המשוואה האחרונה הואפתרון 

                                                              12
B

x = −  

, פי המשוואה השנייה שלה ל)8.5( נציב במשוואה הרביעית של מערכת משוואות כעת

  : ונקבל

                                                             
3

9
2

B
y −

=  

  :המשוואה האחרונה הואפתרון 

                                                               21
B

y =   

  קיבלנו כי

                                                             ( 12, 21)B −  

היינו צריכים למצוא את , שימו לב. הערה
B

x ואת 
B

y ,יכולנו למצוא אותם רקך לא א 

  המשוואותבעזרת 

                                           
3

2

B
N

y
y

−
=   ,  

12

2

B
N

x
x

+
=  
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את קודם היינו צריכים למצוא . )7.5(- ו)6.5(ם מך השוויוניאשר התקבלו על ס
N

x  ואת

N
y . כדי למצוא את השיעורים

N
xו  - 

N
y נקודה  שלN5.5(- ו)4.5(ים  נעזרנו בשוויונ( .

 נעלמים kגם יש לבחון  נעלמים n הוא דוגמה לכך שלפעמים כדי למצוא יהפתרון זה לבע

n מערכת של להרכיב ו,נוספים k+ משוואות עם n k+נציין שלפעמים אפשר . נעלמים 

n מערכת שבה יהיו  אם מרכיבים נעלמיםn למצוא k+משוואות יהיה המספר ו  נעלמים

n-קטן מ k+ .לינו למצוא אם ע, לדוגמהx 4 וידוע כי מתקיים 6 9x y z+ +  וגם  =

2 3 4y z+   . להרכיב את המשוואה השלישיתאז נוכל לעשות זאת גם בלי לנסות,  =

  

  

  

  מנה שישית 6.6

ים  ששניABCDנתונה מקבילית . בעיה

,12)- וC(6,15)מקודקודיה הם  3)D קטע . −

AEגובה לצלע  הוא CD וקטע CF הוא גובה 

 נפגשים בנקודה BD- וCF הגבהים. ADלצלע 

(3,6)M ) ציור משמאלראו.(  

 היא ABCDהאם המקבילית :  השאלהענו על

  .נמקו את תשובתכם? מעוין

  

  .דרך החשיבה ופתרון

  ?מה אנו מתבקשים לעשות בבעיה זו   

  עלינו להוכיח כי    

   היא מעויןABCD                            המקבילית               

  .או להפריך את הטענה

  ?אם מקבילית היא מעוין או לאכיצד בודקים    

 שתי צלעות סמוכות במקבילית לפתרון בעיות מסוג זה היא לבדוק אםאחת הדרכים    

. המקבילית היא מעוין,  שוות זו לזוסמוכות במקביליתאם אכן שתי צלעות . וות זו לזוש

  . מעויןאינההמקבילית ,  שתי הצלעות לא שוות זו לזו כיאם יתברר

A 

B 

C 

D 

M 

F 

E 
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אם האלכסונים במקבילית מאונכים זה לפתרון בעיות מסוג זה היא לבדוק דרך שנייה    

ונים אם אלכס. המקבילית היא מעוין, לכסונים במקבילית מאונכים זה לזהאם א. לזה

  . מעויןהמקבילית אינה,  מאונכים זה לזהבמקבילית לא

אם האלכסונים במקבילית חוצים את לפתרון בעיות מסוג זה היא לבדוק    דרך שלישית 

לא אם הם . המקבילית היא מעוין, אם אלכסונים במקבילית חוצים את זוויותיה. זוויותיה

  . מעויןאינההמקבילית , חוצים את זוויות המקבילית

  :ABCDמקבילית ה קודקודיברשותנו שיעורי כל . ה בדרך הראשונה   נפתור את הבעי

                                                 ( 6,3)A   )6.3 בסעיףקיבלנו  (−

                                               ( 12, 21)B   )6.5 סעיף בקיבלנו  (−

                                                    (6,15)C)   פי הנתוןל(,  

                                                   (12, 3)D   ).                                       פי הנתוןל  (−

- וA ,Bבשיעורים של נקודות : ל שלושה קודקודים של המקביליתניעזר רק בשיעורים ש

D . נחשב את אורכי הצלעותADו -BCבעזרת הנוסחה :  

                                               2 2

1 2 1 2( ) ( )d x x y y= − + −  

1 הוא מרחק בין נקודה dכאן  1( , )x y 2 לבין נקודה 2( , )x y.  

  :על סמך הנוסחה האחרונה נקבל   

              2 2 2 2( ) ( ) ( 6 12) (3 ( 3))A D A DAD x x y y= − + − = − − + − − =  

2'  יח360                                                                  2( 18) 6= − + =       

              2 2 2 2( ) ( ) (6 12) (15 ( 3))C D C DCD x x y y= − + − = − + − − =  

2'  יח360                                                                   2( 6) 18= − + =       

  קיבלנו כי

AD'  יח360                                                        =   
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  וגם 

CD'  יח360                                                         =   

  מכאן

                                                              AD CD=    

  לכן

  .  היא מעויןABCDהמקבילית                                              

  .ללעיש שלישיתהובדרך את הבעיה בדרך השנייה פתרו בעצמכם . תרגיל

  

  

  

  

   מנה שביעית 6.7

 ששניים ABCDנתונה מקבילית . בעיה

,12)- וC(6,15)מקודקודיה הם  3)D קטע . −

AEגובה לצלע  הוא CD וקטע CF הוא גובה 

 נפגשים בנקודה BD- וCF הגבהים. ADלצלע 

(3,6)M ) ציור משמאלראו.(  

  . ואת שטחהABCDהיקף המקבילית מצאו את 

  
  

  .דרך החשיבה ופתרון

  ?מה צריך למצוא בבעיה זו   

  . ואת השטח שלהABCDהיקף המקבילית צריך למצוא את    

נמצא קודם את ההיקף    
ABCD

Lשל המקבילית  .  

  ? ההיקף של מקביליתומה   

  5.א סכום אורכי הצלעות של המקביליתוההיקף של מקבילית ה   

                                                
  . אורכי הצלעות של המצולע היקף של מצולע הוא סכום 5

A 

B 

C 

D 

M 

F 

E 
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  בפרק הקודם קיבלנו כי   

   .' יח360 שאורך צלעו  היא מעויןABCDהמקבילית                       

  במילים אחרות קיבלנו כי

   .' יח360 שאורך כל אחת  מצלעותיו היא  היא מרובעABCDהמקבילית         

    לכן             

16'  יח50.596              10 4='  יח≈ 360 4 36 10= ⋅4
ABCD

L AD= =    

:  נשאל את עצמנולכן. מקבילית זו היא מעוין. ABCDשטח המקבילית כעת נחשב את    

  ?שטח של מעויןכיצד מחשבים 

 השטח של מעוין שווה :ות מסוג זה היא להיעזר במשפטאחת הדרכים לפתרון בעי

  :ייםלפי משפט זה מתק. 6אלכסוניושל למחצית המכפלה 

)1.7(                                                 
2

ABCD

AC BD
S

⋅
=  

  :ABCD המעוין ודיברשותנו השיעורים של כל קודק

                                                 ( 6,3)A   )6.3 סעיףקיבלנו ב (−

                                               ( 12, 21)B   )6.5 סעיףקיבלנו ב  (−

                                                 (6,15)C)   פי הנתוןל(,  

                                               (12, 3)D   ).פי הנתוןל  (−

   בעזרת הנוסחהBD- וACנוכל לחשב את אורכי הקטעים 

                                                 2 2

1 2 1 2( ) ( )d x x y y= − + −  

1 הוא מרחק בין נקודה dכאן  1( , )x y 2 לבין נקודה 2( , )x y.  

  :על סמך הנוסחה האחרונה נקבל   

                                                
  .מתכוונים למכפלת אורכי האלכסונים) או מצולע אחר(כאשר מדברים על מכפלת אלכסונים של מעוין  6
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                 2 2 2 2( ) ( ) ( 6 6) (3 15)A C A CAC x x y y= − + − = − − + − =  

                                         12 2'  יח2 2 2( 12) 12 2 12= − + = ⋅ =       

            2 2 2 2( ) ( ) ( 12 12) (21 ( 3))B D B DBD x x y y= − + − = − − + − − =  

                                    24 2'  יח2 2 2( 24) 24 2 24= − + = ⋅ =       

  קיבלנו כי

                                                         12 AC' יח2 =,  

                                                         24 BD' יח2 =.  

  : ונקבל,ים האחרונים לפי שני השוויונ)1.7(נציב בשוויון 

                                  
2

(12 2) (24 2) 12 24( 2)

2 2
ABCDS

⋅ ⋅
= = =  

 ר" יח288                                       
12 24 2

12 24
2

⋅ ⋅
= = ⋅ =  

. הפעם לא נסתמך על כך שהמקבילית היא מעיון.    נחשב את שטח המקבילית בדרך אחרת

השטח של מקבילית שווה למכפלת צלע המקבילית בגובה המורד לאותה  :ניעזר במשפט

  :            לפי משפט זה מתקיים .צלע

)2.7(                                                   
ABCD

S CD AE= ⋅  

   הקודם קיבלנו כיסעיףב

CD'  יח360                                                   )3.7( =   

 עלינו למצוא את אורך הקטע )2.7( השוויון    כדי שנוכל לחשב את שטח המקבילית בעזרת

AE .  נקודה אחת הדרכים היא למצוא את שיעורי .  בדרכים שונותזאתאפשר לעשותE 

 Eנקודה כדי למצוא את שיעורי . Aלמצוא את המרחק בין נקודה זו לנקודה ולאחר מכן 

 ולאחר מכן לפתור את מערכת המשוואות המורכבת CDצריך למצוא את משוואת הישר 



 שיטות חשיבה בגיאומטריה אנליטית 

  
    אין לצלם ולהעתיק ספר זה–כל הזכויות שמורות למיכאל בלאוסוב    © 

77

סעיף  מצאנו בAEאת המשוואה המפורשת של הישר . AE- וCDישרים הממשוואות 

6.2.  

  : בין נקודה לישרמרחקחישוב בנוסחה לניעזר .  בדרך אחרתAE    נחשב את אורך הקטע 

)4.7(                                              1 1

2 2
( , )

ax by c
d P

a b

+ +
=

+
ℓ   

2כאן  2 0a b+ )- ו≠ , )d P ℓקודה   הוא מרחק  בין נ
1 1

( , )P x yלישר  : 0ax by c+ + =ℓ.  

לכן המרחק בין . המרחק בין נקודה לישר מגדירים כאורך האנך המורד מנקודה לישראת    

 AE לחשב את אורך הקטע  צוננובראם . AE הוא אורך הקטע CD לישר Aנקודה 

 אך קודם ,נעשה זאת. CDישר עלינו למצוא משוואה כללית של ה, )4.7(בעזרת נוסחה 

  י הנוסחהמשוואה של הישר לפנמצא 

)5.7(                                              ( )
C CD C

y y m x x− = −  

  לפי הנתון

)6.7(                                                  6, 15
C C

x y= =  

  כי קיבלנו 6.2 סעיףלפי ו

)7.7(                                                      3CDm = −  

  :CD ונקבל את המשוואה הבאה של הישר ,)7.7(- ו)6.7(שורות  לפי )5.7( נציב בנוסחה

                                                        15 3( 6)y x− = − −   

  :CDשל הישר למשוואה הכללית המשוואה האחרונה שקולה 

                                                          3 33 0x y+ − =  

) למצוא את המרחק מנקודה כדי    6,3)A  נציב בה לפי )4.7( בעזרת נוסחה CD לישר −

  :  םהשוויוני

                                      
1 1

3, 1, 33, 6, 3a b c x y= = = − = − =.  

  :נקבל
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                  4.8 '  יח10
2 2

3 ( 6) 1 3 33 48 48 10
( , )

10103 1
CD

d A l
⋅ − + ⋅ −

= = = =
+

  

  מכאן

)8.7(                                                4.8 AE'  יח10 =  

  . ן ישרים מקביליםת נוסחה לחישוב מרחק ביר לקבל את השוויון האחרון גם בעז    אפשר

ת על נמצאמרחק בין שני ישרים מקבילים כמרחק בין נקודה שרירותית כלשהי המגדירים 

המורד האנך כלומר מרחק בין שני ישרים מקבילים הוא אורך . אחד ישרים לישר השני

ישרים  המכאן מרחק בין .  ישרים לישר השניה על אחד נמצאתמנקודה שרירותית כלשהי ה

 על נמצאת ה,A מנקודה CD המורד לישר AE אורך האנך  הואCD- וABמקבילים ה

  .ABישר 

מרחק    
1 2

( , )d ℓ ℓקבילים  בין ישרים מ
1 1

: 0ax by c+ + =ℓו -
2 2

: 0ax by c+ + =ℓ 

   לחשב בעזרת הנוסחהאפשר

)9.7(                                                 1 2

1 2
2 2

( , )
c c

d
a b

−
=

+
ℓ ℓ           

  :AB קיבלנו את המשוואה של הישר 6.2 סעיף   ב

                                                             3 15y x= − −  

  :היא שקולה למשוואה הבאה

                                                            3 15 0x y+ + =  

  .ABזאת משוואה כללית של ישר 

  :CDקיבלנו את המשוואה הכללית הבאה של ישר 

                                                           3 33 0x y+ − =    

 נציב בה )9.7( בעזרת נוסחה CD - וAB מקבילים כדי לחשב את המרחק בין ישרים     

  : הבאיםיםלפי השוויונ

                                             
1 2

3, 1, 15, 33a b c c= = = = −.  

  :נקבל
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                        4.8 ' יח10
2 2

|15 ( 33) | 48 48 10
( , )

10103 1
AB CD

d
− −

= = = =
+

ℓ ℓ                               

  מכאן נובע כי 

                 4.8 AE' ח י10   ) אשר קיבלנו קודם בדרך אחרת)8.7( שוויון וזה  (=

נציב בשוויון זה לפי . )2.7( בעזרת שוויון ABCDהמקבילית אפשר לחשב את שטח כעת    

  : ונקבל,)8.7(- ו)3.7(ים השוויונ

                      ( 360)(4.8 10) (6 10)(4.8 10)
ABCD

S = = =  

6)2ר" יח288                     4.8)( 10) 6 4.8 10 6 48= ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ =  

  

 למצוא את ראשית:  גם בדרך הבאהABCD לחשב את שטח המקבילית אפשר .הערה

ABים הווקטור
����

AD- ו
����

   .6.2 בסעיף 3הערה מ 1  במשפטלאחר מכן להיעזרו ,

משפט  בעזרת ABCשטח המשולש את ב ספת לחישוב שטח המקבילית היא לחש   דרך נו

  .2- ולהכפיל אותו ב6.2 בסעיף 3הערה מ 2
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  היא בפנים  .7

  

עברתי . ורציתי בלי, ידעתי שהם עם גרעינים.  מיופיים של הענבים השחוריםי   בסופרמרקט לא התפתית

, להערכתי. ליד אחד מהם עמד קונה אשר הכניס לפיו ענב אחר ענב. אל הארגזים עם הענבים הירוקים

  . הוא היה בערך כבן שמונים

  " ?ענבים אלו ללא גרעינים: "שאלתי אותו

תוך שהוא מצביע על הארגזים עם הענבים , השיב האיש" ,הענבים עם הגרעינים נמצאים שם"

  .השחורים

  " ?האם הענבים שאתה טועם הם ללא גרעינים, הגד נא לי. אינני רוצה ענבים עם גרעינים"

ם אך האיש לא ידע האם יש גרעיני, קשה להאמין.    פניו של האיש הביעו מבוכה והוא משך בכתפיו

. עיניו הורמו אל התקרה, שמתי לב שבזמן שלעס את הענב. הוא השליך ענב נוסף לפיו. בענבים שאכל

  . דומה היה כי הוא שקוע כולו בניסיון למצוא את התשובה לשאלתי

  .  שאלתי בסבלנות" ?יש גרעינים בענבים או לא, נו"

  ...   יו ועוד ענב נשלך לפ. ... ושוב הבעת מבוכה על פניו ומשיכת כתפיים

כאשר התרחקתי . שמתי קופסת ענבים בעגלתי והלכתי. הוא היה בלי גרעינים.     גם אנוכי טעמתי ענב

להרים את עיניו אל התקרה ולמשוך , הוא המשיך להכניס ענבים לפיו. הסתכלתי עליו, מעט מהזקן

 האם יש גרעינים לברר, אך ללא הועיל, כשעזבתי את הסופרמרקט ראיתי שעדיין הזקן מנסה. בכתפיו

  .בענבים

כדאי , לפני שאתם שופטים אנשים אחרים, סיבה נוספת. ולו רק בשל גילו המופלג,    אל תלעגו לאיש

". גרעין"מבלי שתחושו את ה" לעסתם"ו" לעסתם"שלא אחת קרה ש, קרוב לוודאי. שתתבוננו במראה

  ".מחקר"במקרה של הזקן הוא לפחות נהנה מה

  

  

  

 נמצאת D(7,6)נקודה הוכיחו כי . C(16,4)- וA,(14,5)B(1,7) נתונות נקודות. בעיה

  .ABCבתוך המשולש 

  
  .בה ופתרוןדרך החשי

  ?מה צריך להוכיח   
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 נמצאת בתוך המשולש שקודקודיו הם הנקודות  D(7,6)נקודה צריך להוכיח כי    

(1,7)A,(14,5)B(16,4)- וC.  

  ?דה מסוימת נמצאת בתוך משולש להוכיח כי נקואפשר   כיצד 

להגיע  לומר על משולשים שיעזור לנו מה אפשר: ל שאלה זו נשאל את עצמנו לענות ע   כדי

סוימת נמצאת יזו תכונה של משולשים אפשר להיעזר כדי להוכיח שנקודה מבא? לפתרון

  ?תוך משולש מסויםב

מצולע קמור הוא מצולע שעבור כל צלעותיו מתקיים .    כל משולש הוא מצולע קמור

דו האחד מצ) פרט לאותה צלע(המצולע כולו יימצא , אם נעביר ישר דרך הצלע: התנאי הבא

די  קמוראם המצולע אז כדי לבדוק , של המצולעאם ידועים שיעורי קודקודיו .  של הישר

דו האחד נמצאים מצ) פרט לקצות הצלע(אם כל קודקודיו לבדוק עבור כל אחת מצלעותיו 

טרפזים ומצולעים , מקביליות,  נציין כי משולשיםנוסף על כך. הצלעשל הישר העובר דרך 

  .משוכללים הם כולם מצולעים קמורים

וכיח לה: ה להוכיח שנקודה מסוימת נמצאת בתוך מצולע קמור מסוים בדרך הבאאפשר   

 מתלכד שאינו וקודקוד כלשהו של המצולע עבור כל אחת מצלעות המצולע שאותה נקודה

  . שניהם נמצאים מצדו האחד של הישר העובר דרך הצלע -עם אף אחד מקצות הצלע 

 אך ורק אם ABC נמצאת בתוך המשולש Dנקודה ם כי נאמר לעיל מסיקיה   על סמך 

  : התנאים הבאיםמתקיימים שלושת

  ;AB דו האחד של הישר נמצאות מצD- וCהנקודות                          )1(

 ;AC דו האחד של הישר נמצאות מצD- וBהנקודות                          )2(

 .BC דו האחד של הישר נמצאות מצD- וAהנקודות                          )3(

  ? דו האחד של ישר מסוים   כיצד אפשר להוכיח כי שתי נקודות נמצאות מצ

1x   אם משוואת הישר היא  x=) הישר מאונך לציר ה-x ( ,ד אז שתי נקודות נמצאות מצ

- או שניהם קטנים מ1x- של הנקודות שניהם גדולים מx- ורק אם שיעורי האחד שלו אך

1x .הן  ורק אם שתיו אךאחד שלאז שתי נקודות נמצאות מצד ,  ראם שיפוע הישר מוגד

  . נמצאות מתחתיונמצאות מעל הישר או אם שתיהן 

מתחת , אם נקודה מסוימת נמצאת מעל ישר מסוים ששיפועו מוגדר   וכיצד אפשר לברר 

  ?לישר זה או על הישר
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שיעורי הנקודה את אם נקודה מסוימת נמצאת על ישר מסוים מציבים    כדי לברר 

ואם מתקבל פסוק , אז הנקודה נמצאת על הישר, אם מתקבל פסוק אמת; במשוואת הישר

  .   הנקודה לא נמצאת על הישר,קרש

נקבל כי הנקודה לא ו נפעל בדרך זוהרי אם .  תשובה מלאה לשאלה ששאלנו   אך זו אינה

  . או מתחתיועדיין לא נוכל לומר אם היא נמצאת מעליו, חת על הישרמונ

1נקודה: " הביטוימהו פירוש: נשאל את עצמנו, בה מלאהתשוכדי להגיע ל    1( , )P x y  

:נמצאת מעל ישר  0ax by c+ + =ℓ) 0b 1נקודה: " הביטויומהו פירוש)" ≠ 1( , )P x y  

:נמצאת מתחת לישר  0ax by c+ + =ℓ) 0b ≠ "(?  

 עם ℓו להתבונן בנקודת החיתוך של הישר  שני הביטויים עלינ    כדי להבין את משמעות

- של נקודת חיתוך זו בy-נסמן את שיעור ה. x-ומאונך לציר ה Pנקודה העובר דרך ישר 

2y .1:  מתקייםאם 2y y> , נקודה אז P נמצאת מעל הישר ℓ ,מתקיים ואילו אם 

1 2y y< ,  נקודה אזP נמצאת מתחת הישר ℓ) . 1אם 2y y= , נקודה אזPעל  נמצאת 

  .) ℓהישר 

1   משוואת הישר העובר דרך הנקודה  1( , )P x yומאונך לציר ה -xהיא :  

                                                                1x x= .  

  

   היאℓהמשוואה המפורשת של הישר 

                                                           
a c

y x
b b

= − −  

1 1( , )P x y

1 2( , )x y

1 1( , )P x y

1 2( , )x y2 1

a c
y x

b b
= − −

yy

x

 

x

 

1 2y y< 1 2y y>

1x x= 1x x=
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  לכן

)4(                                                    2 1

a c
y x

b b
= − −  

1 מיקומה של נקודה נאמר לעיל עלמה ו)4(   מטענה  1( , )P x y ביחס לישר 

: 0ax by c+ + =ℓ) 0b   נובע כי)   ≠

  : ורק אם מתקיים אךℓ נמצאת מעל הישר Pנקודה  •

)5(                                                      1 1

a c
y x

b b
> − −  

  : ורק אם מתקייםך אℓ נמצאת מתחת לישר Pנקודה  •

 )6(                                                       1 1

a c
y x

b b
< − −  

0b אם    שוויון - שקול לאי)5(שוויון -איאז , <

                                                      1 1 0ax by c+ + >  

  שוויון - שקול לאי)6(שוויון -ואי

                                                     1 1 0ax by c+ + <                                                                              

   להסיק כיאפשרעל סמך הנאמר לעיל 

          

  

  

           

  

  

         

  

  

)7(    
1נקודה  1( , )P x y נמצאת על  ישר : 0ax by c+ + =ℓורק אם  אך 

1: מתקיים 1 0ax by c+ + =; 

)8( 
1נקודה  1( , )P x y על ישר מ נמצאת: 0ax by c+ + =ℓ )0b  אך) <

1: ורק אם מתקיים 1 0ax by c+ + >;  

)9( 
1נקודה  1( , )P x y ישר מתחת ל נמצאת: 0ax by c+ + =ℓ )0b  ךא) <

1: ורק אם מתקיים 1 0ax by c+ + <.  
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, )9(- ו)8(טענות ב להיעזר אפשר : בשתי דרכים)3(- ו)2(, )1(   כעת נוכל להוכיח את טענות 

1נקודה "או להסתמך על פירוש הביטוי 1( , )P x y נמצאת מעל ישר  : 0ax by c+ + =ℓ 

)0b 1נקודה: "  הביטויעל פירושו)" ≠ 1( , )P x y נמצאת מתחת לישר  : 0ax by c+ + =ℓ 

)0b ≠ ."(  

כדי ; ABקודם כל את משוואת הישר למצוא  צריך )1( להוכיח את טענה כדי,    כך או כך

 נזדקק )3(להוכחת טענה ; AC נצטרך למצוא את משוואת הישר )2(להוכיח את טענה 

  .    BCלמשוואת הישר 

  : לפי הנוסחה הבאהAB   נמצא את משוואת הישר 

 )10(                                             ( )
A AB A

y y m x x− = −  

  :ABלשם כך נחשב את שיפוע הישר 

 )11(                                                
5 7 2

14 1 13
AB

m
−

= = −
−

  

  :נקבלו, Aנקודה  ואת השיעורים של )11(פי שורה  ל)10(נציב בנוסחה 

                                                        
2

7 ( 1)
13

y x− = − −  

  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה

)12(                                                   
2 2

7
13 13

y x= − +  

  :היא שקולה למשוואה הבאה. AB של הישר זו משוואה מפורשת

)13(                                                 2 13 93 0x y+ − =  

 )1(נזדקק לה להוכחת טענה . ABהמשוואה האחרונה היא משוואה כללית של הישר 

 הוא מספר )13( במשוואה yשימו לב כי המקדם של . )9( או על טענה )8(בהסתמך על טענה 

  .חיובי
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 )13( בביטוי הרשום באגף השמאלי של משוואה C(16,4)  נציב את שיעורי הנקודה    

   מכאן נובע כי)9(לפי טענה . −9 הוא  Cונקבל כי ערך הביטוי בנקודה 

  AB  נמצאת מתחת לישרCהנקודה                                     )14(

 ונקבל )13( בביטוי שבאגף השמאלי של משוואה D(7,6)ודה    כעת נציב את שיעורי הנק

   מכאן נובע כי )9(לפי טענה . −1 הוא  Dכי ערך הביטוי בנקודה 

     

  AB  נמצאת מתחת לישרDודה הנק                                    )15(

  . מתקיימת)1( נובע כי טענה )15(- ו)14(   מטענות 

פירושו של כל אחד  על סתמךהפעם נ. אחרת בדרך  )15(- ו)14(   כעת נוכיח את טענות 

  .מהביטויים

16x עם הישר ABאת נקודת החיתוך של הישר  E-נסמן ב עובר דרך הישר האחרון  (=

 הוא פתרון Eהזוג הסדור של השיעורים של נקודה ). x- ומאונך לציר הC(16,4)הנקודה 

 : של המערכת הבאה

                                                      

2 2
7

13 13

16

y x

x

 = − +

 =

  

 פותרים אם. AB של הישר )12(משוואה מפורשת  המשוואה הראשונה במערכת זו היא   

  את מערכת המשוואות האחרונה מקבלים כי

)16(                                                      
9

(16,4 )
13

E  

  :Eנקודה  של y- קטן משיעור הCנקודה  של y-   שיעור ה

                                                              
C E

y y<  

  .  מתקיימת)14(מכאן נובע כי טענה 

7x עם הישר  AB  את נקודת החיתוך של הישר F-   כעת נסמן ב הישר האחרון  (=

 F של השיעורים של נקודה הזוג הסדור). x- ומאונך לציר הD(7,6)עובר דרך הנקודה 

  : הוא פתרון של המערכת הבאה
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2 2
7

13 13

7

y x

x

 = − +

 =

  

  פותרים את מערכת המשוואות האחרונה מקבלים כיאם 

)17(                                                         
1

(7,6 )
13

F  

  

  

  

  :F של נקודה y- קטן משיעור הD של נקודה y-   שיעור ה

                                                           
D F

y y<  

  .  מתקיימת)15(מכאן נובע כי טענה 

  . מתקיימת)1( נובע  כי טענה )15(- ו)14(מטענות ,    כפי שכבר אמרנו

  .  בעצמכם בתור תרגיל)3(- ו)2(הוכיחו את טענות  

   . ABC נמצאת בתוך המשולש D נובע כי נקודה )3(- ו)2(, )1(מטענות 

  

  .ל"מש

(1,7)A

(14,5)B

(16,4)C

9
(16,4 )

13
E

(7,6)D

1
(7,6 )

13
F

7x =
16x =

x

 

y
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  ?מה זה? מה זה אמא: לא מפסיקים לשאול  .8

 
                                     What in a name? that which we call a rose What in a name? that which we call a rose What in a name? that which we call a rose What in a name? that which we call a rose     
                                                                                           By any other name would as sweet.                   By any other name would as sweet.                   By any other name would as sweet.                   By any other name would as sweet.    

                                       (William Shakespeare) 

  

  , אני המחבר                                                    

  ,איש הקורא לכל דבר בשמו                                                 

  .הגוזל את ריח הפרחים                                                   

  )אלכסנדר בלוק(                                                         
  

  

מה "בפרק ? מדוע הוא נקרא כך?  במה מדובר בפרק זה–כותרת זו ודאי מעוררת תימהון    

שימוש בהגדרות ":כתבתי" שיטות חשיבה בהנדסת המישור"בספרי " ?מה זה? זה אמא

שילדים קטנים ?', מה זה'השאלה .  החשובים לפתרון בעיות מתמטיותהוא אחד הכלים

. רך נכונה ולעזור לפתור בעיותיכולה לכוון את המחשבות בד, ול את הוריהםא לשנוהגים

 גם ".?'...כיצד'מקבלים תשובה לשאלה ?' זהמה 'לעתים כאשר חושבים על השאלה 

  .נוכחיה בפרק אדגים זאת.  עוזרת לפתור בעיות" ?המה ז"השאלה אנליטית בגיאומטריה 

  

2נתון מעגל . בעיה 2( 2) ( 4) 25x y− + − )נקודות נתונות ו, = 1,0)A .  B(5,8)- ו−

  . הוא קוטר במעגל הנתוןABהוכיחו כי הקטע 

  
  .דרך החשיבה ופתרון

  ?מה צריך להוכיח בבעיה   

  צריך להוכיח כי   

  

  

  ?מה זה קוטר של מעגל   

) המחבר את הנקודות ABהקטע  1,0)A   קוטר הואB(5,8)- ו−

2 במעגל 2( 2) ( 4) 25x y− + − = 
(1) 
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   1.הוא מיתר במעגל אשר עובר דרך מרכז המעגלקוטר של מעגל    

  :כעת מובן שעלינו להוכיח את שתי הטענות הבאות

  

  
  
  
  

  
  

ר מה זה מית:  להבין אותה טוב יותר נשאל את עצמנוכדי. (2)   נוכיח קודם את טענה 

  ?במעגל

יתר מ: במילים אחרות.  על המעגלנמצאותה שתי נקודות   מיתר במעגל הוא קטע המחבר 

   ורק אם מתקיימת אך(2)טענה לכן . במעגל הוא קטע שקצותיו נמצאים על המעגל

)                  הנקודה )4( 1,0)A 2ת על המעגל  נמצא  − 2( 2) ( 4) 25x y− + − =  

  וגם 

2   על המעגלנמצאת  B(5,8)   הנקודה                )5( 2( 2) ( 4) 25x y− + − =  .  

  ? על קו מסוים   כיצד בודקים אם נקודה נמצאת

אז הנקודה , קבל פסוק אמתאם ית.    מציבים את שיעורי הנקודה במשוואה של הקו

וזה מפני שלפי . ת על הקוהנקודה לא נמצא, ואם יתקבל פסוק שקר, ת על הקונמצא

 ואילו ,ו היא משוואה שכל הנקודות הנמצאות על הקו מקיימות אותהמשוואת הק, הגדרה

  . על הקו לא מקיימות אותהכל הנקודות שאינן נמצאות

  :נקבל.  במשוואה של המעגל הנתוןAנקודה נציב את השיעורים של . )4(נוכיח את טענה    

                                                2 2( 1 2) (0 4) 25− − + − =  

  א הב2שוויון זה שקול לשוויון

                                                              25 25=  

                                                
  . גם אורך המיתר העובר דרך מרכז המעגל נקרא קוטר המעגל 1
 השוויון הראשון שקולה מתכוונים כי התקיימותכאשר אומרים ששוויון אחד שקול לשוויון אחר   2

  .ל אחד משני השוויונים מתקיים אך ורק אם השוויון האחר מתקייםכלומר כ, להתקיימותו של השוויון השני

 

) המחבר את הנקודות ABהקטע  1,0)A   הוא מיתר במעגלB(5,8)- ו−

2 2( 2) ( 4) 25x y− + − =; 

(2) 

) המחבר את הנקודות ABהקטע  1,0)A  עובר דרך מרכז B(5,8)- ו−

2 המעגל 2( 2) ( 4) 25x y− + − =. 

(3) 
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  . מתקיימת)4(לכן טענה . השוויון האחרון הוא פסוק אמת

  :נקבל.  במשוואה של המעגל הנתוןBנקודה נציב את השיעורים של . )5(טענה    נוכיח את 

                                                 2 2(5 2) (8 4) 25− + − =  

  ויון הבאשוויון זה שקול לשו

                                                               25 25=.  

  . מתקיימת)5(טענה לכן . וויון האחרון הוא פסוק אמתהש

  .  מתקיימת(2) נובע כי טענה )5(- ו)4(מטענות 

מהם : נשאל את עצמנו ו,M-נסמן את מרכז המעגל הנתון ב. (3)וכיח את טענה כעת נ  

  ?Mנקודה השיעורים של 

שאלה האחרונה עלינו להיזכר כי הנוסחה למשוואת המעגל שמרכזו די לענות על הכ   

)נקודה  , )a bושהרדיוס שלו  Rהיא   

)6(                                                 2 2 2( ) ( )x a y b R− + − =  

  ? מה זה מעגל: להגיע אליה מחדש אם שואלים אפשר, הנוסחה שוכחים את   אם 

)שמרכזו נקודה     מעגל , )a b ורדיוסו Rשל כל הנקודות טרי הוא המקום הגיאומ( , )x y 

) מהנקודה ןמרחקשבמישור  , )a bשווה ל-R. מכאן ומהנוסחה  

                                                 2 2

1 2 1 2( ) ( )d x x y y= − + −  

)שמרכזו נקודה י מעגל  נובע כ,בין שתי נקודותמרחק חישוב ל , )a b ורדיוסו R  הוא

)המקום הגיאומטרי של כל הנקודות  , )x yבמישור המקיימות את המשוואה הבאה :  

                                                   2 2( ) ( )x a y b R− + − =  

   .)6(כאשר נעלה את שני האגפים של המשוואה האחרונה בריבוע נקבל את משוואה     

  ?מהי המשוואה של המעגל הנתון: כעת נשאל את עצמנו    

     משוואת המעגל הנתון היא

)7(                                              2 2( 2) ( 4) 25x y− + − =  

  השוואה של שתי המשוואות האחרונות מגיעים למסקנה כיבאמצעות 
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                                                             2, 4a b= =  

  קיבלנו כי

)8(                                                    2, 4
M M

x y= =     

  .נסיים את פתרון הבעיה בשלוש דרכים שונות

  .'פתרון א   המשך 

  ABהקטע "הביטוי ירוש פמהו :  נשאל את עצמנו(3) להבין טוב יותר את טענה כדי   

  ?"עובר דרך מרכז המעגל

 על נמצאכלומר מרכז המעגל , ABמרכז המעגל נמצא בתוך הקטע "ש הביטוי הוא פירוש   

  ".אך לא מתלכד עם אף אחד מקצותיו, ABהקטע 

  ?ך קטע מסוים להוכיח שנקודה מסוימת נמצאת בתואפשרכיצד :    כעת נשאל את עצמנו

 E וצריך להוכיח שנקודה , כלשהןE- וC ,D   אם ידועים שיעורים של שלוש נקודות 

נקודה להוכיח כי  ראשית יש:  הבאים לעשות זאת בשלבים אפשר,CDנמצאת בתוך קטע 

Eת על הישר  נמצאCD ;נשאר רק להראות כי מתקיים  ,שזה הוכח לאחר 

C E D
x x x<   או >

D E C
x x x<  או להראות כי מתקיים  >

C E D
y y y< ו   א>

D E C
y y y< < .  

  כילהוכיח  עלינו קודם כללפי תוכנית פעולה זו    

  .AB רת על היש נמצאMנקודה                                    )9(

  ?ישר העובר דרך שתי נקודות נתונותמוכיחים שנקודה מסוימת נמצאת על    כיצד 

ישר העובר דרך שתי נמצאת על ) Eנקודה  למשל(נקודה מסוימת כיח ש להו   אפשר

קודם למצוא את ) א: תובשתי הדרכים הבא) D- וCנקודות  למשל(נקודות נתונות 

 מקיימים את Eלהראות כי שיעורי הנקודה  לאחר מכן ;CDהמשוואה של הישר 

להראות ) ב CDת על הישר  נמצאEשהנקודה  ולהסיק ,CDהמשוואה של הישר 

השיפוע ש
CD

m של הישר CD שווה לשיפוע 
CE

m של הישר CE, או להראות ששני 

 .x-ם לציר היים מאונכהישר

  . בדרך הראשונה ולאחר מכן בדרך השנייה)9(נוכיח את טענה     
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כיצד מוצאים את : את עצמנונשאל  AB המשוואה של הישר במטרה למצוא את   

  ?המשוואה של ישר מסוים

 של הישר m מוצאים את השיפוע:    בעיות מסוג זה פותרים לעתים קרובות בדרך הבאה

 מציבים את לאחר מכן; ת עליו של אחת הנקודות הנמצאו1y- ו1xואת השיעורים 

עובר דרך  ואשר mהמספרים שנמצאו בנוסחה הבאה למשוואה של ישר עם שיפועו 

1הנקודה  1( , )x y:  

                                                      1 1( )y y m x x− = −  

   לחשב לפי הנוסחהאפשר AB   את השיפוע של הישר 

                                                          B A
AB

B A

y y
m

x x

−
=

−
  

  :נקבל. B- וAנציב בנוסחה זו את השיעורים של הנקודות 

)10(                                            
8 0 8 4

5 ( 1) 6 3
AB

m
−

= = =
− −

.  

  :נוסחה הבאהה לפי AB   כעת נוכל למצוא את משוואת הישר 

                                                   ( )
A AB A

y y m x x− = −  

נציב בנוסחה זו את 
4

3
AB

m  ונקבל את המשוואה הבאה Aנקודה עורים של   ואת השי=

  :ABשל הישר 

                                                         
4

0 ( 1)
3

y x− = +  

  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה

                                                              
4 4

3 3
y x= +  

  : ונקבל,))8(שורה ראו  (Mנקודה במשוואה האחרונה את השיעורים של נציב 

                                                             
4 4

4 2
3 3

= ⋅ +  



 ?מה זה? מה זה אמא: לא מפסיקים לשאול. 8

  
    אין לצלם ולהעתיק ספר זה–כל הזכויות שמורות למיכאל בלאוסוב    © 

92

  :שוויון זה שקול לשוויון הבא

                                                                4 4=  

  . מתקיימת)9(מכאן טענה . השוויון האחרון הוא פסוק אמת

  :נוכיח כי מתקיים:  בדרך השנייה)9( כעת נוכיח את טענה   

)11(                                                    
AB AM

m m=  

את השיפוע של הישר 
AB

m בלנו כייק, כבר מצאנו  

)12(                                      
4

3
AB

m   ))10(שורה ראו      (=

נחשב את השיפוע 
AM

m של הישר AM:  

 )13(                                 
4 0 4

2 ( 1) 3

M A

AM

M A

y y
m

x x

− −
= = =

− − −
  

משוויון .  מתקיים)11( נובע כי שוויון )13( ומהתוצאה אשר התקבלה בשורה )12(   משוויון 

  . מתקיימת)9( נובע כי טענה )11(

  :כעת נעבור לשלב השני   

  : הםC- וA ,B של הנקודות x-   שיעורי ה

)14(                                       2
M

x =,   5
B

x = ,  1
A

x = −  

  : מתקייםי מסיקים כ)14(על סמך שורה 

)15(                                                 
A M B

x x x< <                                            

מכאן . B - וAבין הנקודות  AB נמצאת על הישר Mנקודה  נובע כי )15(- ו)9(   מטענות 

  . מתקיימת(3)טענה  כלומר, AB בתוך הקטע  נמצאתMנקודה 

  .ל"מש.  מתקיימת(1) נובע כי טענה (3)-ו (2)נות מטע
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  .'פתרון ב   המשך 

  לפיהש, (2)בלי להיעזר בכך שלפני כן הוכחנו את טענה  (3)הוכחנו לעיל את טענה       

  

  

  

 לאחר ,כלומר. )15(- ו)14(  היינו יכולים לדלג על שורות(2)בטענה אילו היינו נעזרים 

  לפיהש, )9(שהוכחנו את טענה 

  , AB  על הישר נמצאת M   הנקודה                             

  : ולומר את הדברים הבאים,(2)יכולנו להיזכר כי הוכחנו את טענה 

 ורק אם  אךABאז היא נמצאת בתוך מיתר , ABאם נקודה כלשהי נמצאת על הישר 

 (3)לכן טענה ו , נמצאת בתוך המעגלMנקודה . נקודה זו נמצאת בתוך המעגל הנתון

   .ל"מש.  מתקיימת(1) נובע כי טענה (3)- ו(2)נות  מטע.מתקיימת

 להוכיח כי אפשרכיצד : שאלנו את עצמנוש הגענו לאחר (3)וכחה הראשונה של טענה    לה

קל יותר להגיע  (3)להוכחה השנייה של טענה ? נקודה מסוימת נמצאת בתוך קטע מסוים

  :   לפחות אחת משתי השאלות הבאותאם שואלים

ת בתוך קטע מסוים אם הקטע הוא  להוכיח שנקודה מסוימת נמצאכיצד אפשר �

  ?ם והנקודה היא מרכז המעגלויר במעגל מסמית

הקטע הוא ם אם  להוכיח שנקודה מסוימת נמצאת בתוך קטע מסויאפשרכיצד  �

  ? ם והנקודה נמצאת בתוך המעגלמיתר במעגל מסוי

  

  .'פתרון ג   המשך 

סוים אם  להוכיח שנקודה מסוימת נמצאת בתוך קטע מאפשרכיצד :    נשאל את עצמנו

  ?ם והנקודה נמצאת בתוך המעגלהקטע הוא מיתר במעגל מסוי

  ?  להסיק בהסתמך על טענה זואילו מסקנות אפשר, (3)   נניח שכבר הוכחנו את טענה 

   נובע כי(2)   בוודאי נוכל לומר שממנה ומטענה 

   הוא קוטר במעגל הנתוןAB                  קטע                      

  ). בניסוח אחר(1)זו טענה (

) המחבר את הנקודות ,ABהקטע  1,0)A  הוא מיתר ,B(5,8)- ו−

2 במעגל 2( 2) ( 4) 25x y− + − =; 



 ?מה זה? מה זה אמא: לא מפסיקים לשאול. 8
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  ?   ומה נובע מהטענה האחרונה

  מטענה זו נובע כי   

  .AB מרכז המעגל הנתון הוא אמצע הקטע                        )16(

  ? מתקיימת(3)טענה י  נובע כ)16(האם מטענה    

  .אז היא נמצאת בתוך הקטע,  אם נקודה מסוימת היא אמצע של קטע מסוים.כן   

מת שיטות לפתרון רשי? דה מסוימת היא אמצע של קטע מסויםכיצד מוכיחים כי נקו

שיטות חשיבה "ספרי  ב12בגיאומטריה אוקלידית תוכלו למצוא בפרק בעיות מסוג זה 

קיימת דרך נוספת להוכיח כי נקודה מסוימת בגיאומטריה אנליטית ". סת המישורבהנד

היא מבוססת על שימוש בנוסחות המקשרות בין שיעורים של . היא אמצע של קטע מסוים

לפיהן עבור השיעורים . ורים של אמצע הקטעקצות הקטע לבין השיע
middle point of AB

xו -

 ABmiddle point ofy של אמצע הקטע AB מתקיים:  

                                               
2

A B

ABmiddle point of

x x
x

+
=  

                                              
2

A B

ABmiddle point of

y y
y

+
=  

  :נקבל. B- וAנקודות שתי נוסחאות אלו את השיעורים של נציב ב   

)17(                                     
1 5

2
2

ABmiddle point ofx
− +

= =  

 )18(                                      
0 8

4
2

ABmiddle point ofy
+

= =  

 יש אותם AB ולאמצע הקטע M מסיקים כי לנקודה )18(- ו)17(, )8(בהסתמך על שורות 

 מתלכדת Mנקודה  לכן . זומתלכדות זו עםהנקודות שיש להן אותם שיעורים . שיעורים

  .  מתקיימת)16(כלומר טענה , ABעם אמצע הקטע 

 נובע כי (3)- ו(2) ומטענות,  מתקיימת(3)  טענה נובע כי)16(מטענה ,    כפי שאמרנו קודם

  .ל"מש.  מתקיימת(1)טענה 
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אם נקודה : בלי להוכיח אותהבאה  נעזרנו בטענה ה(3)בהוכחה השנייה של טענה .    הערה

אז היא נמצאת ,  על מעגל  הנמצאותB- וA העובר דרך הנקודות ישרכלשהי נמצאת על 

 שאולי לא ף על פיא.  ורק אם נקודה זו נמצאת בתוך המעגל הנתון אךABבתוך מיתר 

פתרון בעיות ב בלי להוכיח אותהנעזרים בטענה זו לעתים קרובות ,  לכך לבמיםש

אפשר , בציור מתבוננתהאם את מה שנראה כמובן מאליו לעין ה.  בגיאומטריה אוקלידית

עליכם להיעזר בכך : רמז. הוכיחו את הטענה בתור תרגיל.  זאתבדקו? לנמק בקלותגם 

 הוא אוסף של כל הנקודות במישור הנמצאות R ורדיוסו Mה שמעגל שמרכזו נקוד

בין רק אם המרחק בינה לו  הנקודה נמצאת בתוך המעגל אך;M מהנקודה Rבמרחק 

רק אם המרחק בינה ו חוץ למעגל אךמקודה נמצאת  הנ;מרכז המעגל קטן מרדיוס המעגל

   . לבין מרכז המעגל גדול מרדיוס המעגל
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  1אור יהיו. 9

וַיֹּאמֶר  .פְּנֵי הַמָּיִם-חַ אֱלֹהִים מְרַחֶפֶת עַלפְּנֵי תְהוֹם וְרוּ-וְהָאָרֶץ הָיְתָה תֹהוּ וָבֹהוּ וְחֹשֶׁךְ עַל ...

  ...טוֹב -הָאוֹר כִּי-וַיַּרְא אֱלֹהִים אֶת .אוֹר-אֱלֹהִים יְהִי אוֹר וַיְהִי

  

 )' פרק א,בראשית(      
        

  

  בעיה

ישר  נמצאת על ACצלעו ו ,(6,3) נמצא בנקודה Bקודקודו ש ,ABC  משולשנתון

5xשמשוואתו  y+  במישור D נקודותכל ה את המקום הגיאומטרי של ו מצא.=

 .ABC משולשהח טש מגדול פי שניים ADC המשולששטח : הבאהמקיימות את התנאי 

  

  .פתרון וחשיבההדרך 

  ,ABC משולשנשרטט את    

  .נתחיל לשאול את עצמנו שאלותו

אנחנו מתבקשים לעשות מה :  נשאלראשית

  ?ובבעיה ז

המקום הגיאומטרי  אתאנו מתבקשים למצוא    

: הבא המקיימות את התנאי D נקודותכל השל 

ח טמש גדול פי שניים ADC המשולש שטח

  .ABC משולשה

 כל לשפוך אור על עלינו ,כדי להבין את השאלה

  .בניסוחה המופיעים יםגשמוה

, הן בנתון בבעיה, יש לברר את משמעותו של כל מושג, כאשר מנסים לפתור בעיה מתמטית

ל כלשהו דגו אם נזְכָּר בבעיה.  בגודל שאת ערכו יש לחשבהן בטענה שאותה יש להוכיח והן

 את רולפתלנו   לעזור עשויההנוסחהאם  לבדוק יש, שלחישובו קיימת נוסחה מסוימת

ניסוח ב כלשהו גשמשמעות של מוה מתרכזים בהבנת כאשר ,תים קרובותלע. הבעיה

                                                
בה ישיטות חש"ספרי פרק בעל שם זהה ב לגיאומטריה אנליטית של אמתהמותפרק זה הוא הגרסה  1

 ". בהנדסת המישור

A
 

(6,3)B

 

C
  

x

 

y

 

5 0x y+ − =
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הדלת  נפתחת, "?שוב גודל זהימהי הנוסחה לח"או " ?מה זה "ותשאלעזרת ה ב,הבעיה

  .בעיהה לפתרון

 המקיימות את D נקודותכל ההמקום הגיאומטרי של  את עלינו למצוא בבעיה הנוכחית   

  .ABC משולשח הט משגדול פי שניים ADC שטח המשולש: הבאהתנאי 

בלי   מקום גיאומטרי מסויםלא נוכל למצוא הרי .גיאומטרי מקום ומנו מהצנשאל את ע   

  . מקום גיאומטריומהכלל לדעת 

 מקיימות תנאי , הן ורק, הוא אוסף כל הנקודות אשר הןמקום גיאומטרי של נקודות   

  .מסוים או תכונה מסוימת

 ורק הן ,אשר הן ,במישור D  את אוסף כל הנקודותכעת מובן שאנו מתבקשים למצוא   

  .ABC משולשהגדול פי שניים משטח  ADC שטח המשולש לפיוש , את התנאימקיימות

 של נוסחה לחישוב שטחה נשאל את עצמנו מהי ,מדובר בשטחים של משולשיםש כיוון

  ?משולש

משולש שווה למחצית מכפלת צלע בגובה שטח  : היאונוסחה זבטא הצורה המילולית ל   

   .צלעאותה ל

 לא צלע וגובה אלא משתתפים שטח משולש לשמדויקת הבנוסחה  .מדויק זה אינוניסוח    

תים קרובות כאשר  לעלכן. קשה יותר להיזכר בוו ,רותמדויק ארוך יהניסוח ה. אורכיהם

 פעמים ל. שזה לא אותו דבראף על פי, "צלעה אורך" מתכוונים לביטוי "צלע"ים מרוא

 אספר לכם בדיחה בהקשר זה.  כדי להקל על מאזין או על קורא,עושים טעות בכוונה

 בשיעור יתלמידַ סיפרתי אותה לכל ךאחר כו ,ימורַמ מאחד , לפני שנים רבות,שמעתי פעםש

  :ראשוןה

אם אמרתי לא  ; לב למה שאמרתימו שי,אם כתבתי לא נכון ואמרתי נכון: מורה אחד אמר לתלמידיו"

 לב למה מו שי, אם אמרתי לא נכון וכתבתי לא נכון; לב למה שכתבתימו שי,נכון וכתבתי נכון

  ."שהתכוונתי

שטח משולש שווה למחצית  :או שטח משולש הלחישובנוסחה  הלשסח המדויק והנ   

   .צלעתה ואצלע באורך הגובה להמכפלת אורך 

 אנחנו יודעים מה הקשר בין השטחים   
ABC

S∆ ו-
ADC

S∆ של המשולשים ABC ו-ADC:   

  )1(                                       2
ADC ABC

S S∆   .)י הנתוןלפ   ( =∆

האם קיים קשר :  מתעוררת השאלה,שטח משולשחישוב כאשר חושבים על הנוסחה ל   

  ?לפחות זוג אחד של צלעות במשולשים אלו בין כלשהו
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  .AC הצלע: לשים המדוברים יש צלע משותפתלשני המשו, כן   

  ?ADC-ו ABC במשולשים AC צלעלים  על הגבהאפשר לומרומה    

 ואת ,h-ב ABC במשולש AC את אורך הגובה לצלע, b-ב AC נסמן את אורך הצלע   

  .′h-ב ADC  במשולשואורך הגובה לצלע ז

  :שטח משולש מתקייםחישוב נוסחה להלפי    

 )2(                                                        
2

ABC

b h
S∆

⋅
=,  

 )3(                                                      
2

ADC

b h
S∆

′⋅
=.  

  : נקבל)3( - ו)2(י שוויונים לפ ,)1(כאשר נציב בשוויון 

)4(                                                      2
2 2

b h b h′⋅ ⋅
= ⋅.   

  : הבאן האחרון שקול לשוויוןהשוויו

)5(                                                            2h h′ =.  

  ורק אם מתקיים אך–מגדיר את המקום הגיאומטרי הנדרש ה – )1(קיבלנו כי תנאי    

  במשולשוהגובה לצלע זאורך  מ גדול פי שנייםADC במשולש ACהגובה לצלע אורך 

ABC.  

 השתמש לאפשר – הרשום באגף השמאלי של הנוסחה –בכל נוסחה לחישוב גודל כלשהו 

המופיעים  הגדליםכל הערכים של  אם ידועים , לחשב את ערך הגודלאפשר. שני כיווניםב

 להרכיב משוואות עבור הגדלים  גםאפשר, בעזרת הנוסחה. באגף הימני של הנוסחה

  .המופיעים באגף הימני של הנוסחה

 להיעזר בהגדרה אפשר .שני כיווניםב להשתמש גים מתמטיים אפשרשגם בהגדרות של מו   

 בהםשמקרים גם  נםיש .ג מתמטי המופיע בניסוח הבעיה כדי להבין את משמעותוששל מו

אם מצליחים להחליף . גשזהות את המו ול,ג מתמטי ידועשמגדיר מוהצריך להבחין בביטוי 

  .ג זהש מועלידוע ה נפתחת אפשרות להיעזר בכל , הוא מגדיראותושג שאת הביטוי במו

 המקום למצוא אתעלינו לפתור את הבעיה כדי  ש להסיק אפשר,)5(על סמך שוויון 

 ,ADC במשולש AC גובה לצלעהאורך שעבורן במישור  D  כל הנקודות שלהגיאומטרי

  .ABC  מאורך הגובה לאותה צלע במשולששנייםיהיה גדול פי 



 שיטות חשיבה בהנדסת המישור
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אנך ה אורך וזה? ADC במשולש AC גובה לצלעהאורך  ו מה:כעת נשאל את עצמנו   

 וא ה"ישר לארד מנקודה אורך אנך המוּ",  מצד שני.AC ישר הלא D רד מנקודההמוּ

לכן המקום הגיאומטרי שעלינו  . לישרבאמצעותו מגדירים מרחק בין נקודהשביטוי 

-שווה ל AC  הוא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות במישור שמרחקן מהישר,למצוא

2h.  

  ? h  של הגודלנחשב אתוכיצד    

 לחשב בגיאומטריה אנליטית צד בכלל אפשרכי:  לענות על שאלה זו נשאל את עצמנוכדי   

  ?את אורך הגובה לצלע מסוימת במשולש מסוים

 בנוסחה  להיעזראפשרכי לפתרון בעיות מסוג זה  להסיק אפשרנאמר לעיל ה על סמך   

בין נקודהה לחישוב מרחק הבא
1 1

( , )x y 0לישרax by c+ + =:  

)6(                                                    1 1

2 2

| |ax by c
d

a b

+ +
=

+
  

שעליו של הישר  למצוא את נקודת החיתוך: אפשר לפתור בעיות מסוג זה גם בדרך הבאה(

לאחר מכן להיעזר ו; Bנקודה  עם הישר שמאונך לישר זה ועובר דרך ת הצלענמצא

      .)חישוב מרחק בין שתי נקודותבנוסחה ל

  : מקבלים)6(  בעזרת נוסחה 

                                              2 ' יח2
2 2

| 6 3 5 | 4

21 1
h

+ −
= = =

+
  

5נעזרנו במשוואה ( 0x y+ −   .)B ובשיעורי הנקודה AC של הישר =

מטרי שעלינו למצוא נובע כי מקום גיאומטרי זה נאמר לעיל על המקום הגיאומהמכאן ו   

4במישור הנמצאות במרחק של  הוא מקום גיאומטרי של כל הנקודות  יחידות מן 2

5xהישר  y+ ) מקבלים כי הנקודה )6(בעזרת נוסחה . = , )x y שייכת למקום הגיאומטרי 

  : ורק אם מתקייםהאחרון אך

                                                         
2 2

| 5 |
4 2

1 1

x y+ −
=

+
  

ה היא שקול.  למצואמקום הגיאומטרי אשר התבקשנוקיבלנו את המשוואה של ה

  :הלמשוואה הבא

                                                           | 5 | 8x y+ − =  
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  היא מקיימת את המשוואהאם  ורק המשוואה האחרונה אך מקיימת את במישורנקודה   

)7(                                                       5 8x y+ − =  

  או את המשוואה

)8(                                                     5 8x y+ − = −  

  : שקולה למשוואה הבאה)7(משוואה 

)9(                                                    13 0x y+ − =  

  :לה למשוואה הבאה שקו)8(ואילו משוואה 

 )10(                                                  3 0x y+ + =  

איחוד של הישרים ה התבקשנו למצוא הואמכאן המקום הגיאומטרי אשר 

1
: 13 0x y+ − =ℓו -

2
: 3 0x y+ + =ℓ . שני הישרים מקבילים לישרAC ונמצאים 

4במרחק של    . יחידות ממנו2

             

  .ל"מש

(6,3)B

y

5 0x y+ − =

2 2h = 

h

2h

2h

A

C
  

x

H
  

D
  

D
  

13 0x y+ − =

3 0x y+ + =
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  מחפשים זווית. 10

  

 של את החבטהכשעשה סיבוב פרסה שמעתי לפתע . נהג בההוא כאשר ,    נסעתי עם בני במכונית

  .אמר הבן" , מדייעשיתי את סיבוב הפרסה טוב. "אחורי על קצה המדרכההגלגל ה

  

  

נתונים ישרים . בעיה
1

: 3 1y x= −ℓ  ו-
2

: 5 3y x= −ℓ .  

  .את הזווית החדה בין שני הישרים) עם דיוק של שלוש ספרות אחרי הנקודה(מצאו ) א

את הזווית בין הישרים ) עם דיוק של שלוש ספרות אחרי הנקודה(מצאו ) ב
1
ℓ  ו-

2
ℓ 

  .A(2,6)שבתוכה נמצאת הנקודה 

  
  .' ופתרון לסעיף  אדרך החשיבה

  ?של הבעיה'    מה צריך למצוא בסעיף א

 בין הישרים 1את הזווית החדה) עם דיוק של שלוש ספרות אחרי הנקודה(   צריך למצוא 

1
: 3 1y x= −ℓו -

2
: 5 3y x= −ℓ.  

  ?   כיצד מוצאים את הזווית החדה בין שני ישרים מסוימים במישור

ישרים הצמודות בין הזוויות הור אחת מ   עב
1 1

y m x n= -  ו+
2 2

y m x n=   :מתקיים+

                          1 2 1 2
1 2

1 2 1 2

tan tan
tan tan( )

1 tan tan 1

m m

m m

α α
α α α

α α
− −

= − = =
+ ⋅ + ⋅

  

  

  

  

  

                                                
וג כל ז. זוויות קודקודיות שוות זו לזו. הם יוצרים שני זוגות של זוויות קודקודיות ,אם שני ישרים נחתכים 1

שני לכן אם . 180°-סכומן שווה לו,  זוויות אלו הן זוויות צמודותארבעשל זוויות לא קודקודיות מתוך 
שוות זו ששוות זו לזו וזוג של זוויות קהות של זוויות חדות הם יוצרים זוג ש, הישרים לא מאונכים זה לזה

 .לזו

x 

y 

1
α 

2
α 

α 

1 1
y m x n= + 2 2

y m x n= + 
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  אם 

                                                           1 2

1 2

0
1

m m

m m

−
>

+ ⋅
,  

0כלומר ( היא זווית חדה αית אז זוו 90α° < <   ואילו אם , )°

                                                        1 2

1 2

0
1

m m

m m

−
<

+ ⋅
,  

90כלומר ( היא זווית קהה αאז זווית  180α° < < 180והזווית ) ° α° יא הזווית  ה−

180עבור הזווית . החדה בין שני הישרים α°   : מתקיים−

                           1 2 2 1

1 2 1 2

tan(180 ) tan
1 1

m m m m

m m m m
α α

− −
°− = − = − =

+ ⋅ + ⋅
  

 בין ישרים ϕמכאן את הזווית החדה 
1 1

y m x n= -  ו+
2 2

y m x n=  לחשב לפי אפשר  +

  :הנוסחה

)1(                                                     1 2

1 2

tan
1

m m

m m
ϕ

−
=

+ ⋅
  

נציין שאם 
1 2

1 0m m+ ⋅ 1אז הביטוי , = 2

1 21

m m

m m

−
+ ⋅

במקרה זה שני הישרים  . לא מוגדר 

אם . זה לזהמאונכים 
1 2

m m= ,ם זהם מקבילים זה לזה או מתלכדים זה עאז הישרי.  

   השיפוע 
1

m של הישר 
1

: 3 1y x= −ℓ הוא   

)2(                                                            
1

3m =.  

השיפוע    
2

m של הישר 
2

: 5 3y x= −ℓ הוא   

)3(                                                            
2

5m =  

  :נקבלו, )3(- ו)2(שורות  לפי )1(נציב בנוסחה 
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3 5 1

tan
1 3 5 8

ϕ
−

= =
+ ⋅

  

  מכאן הזווית החדה בין הישרים הנתונים היא

                                                            7.125ϕ ≈ °       

  .ל"מש
  
  

  .'דרך החשיבה ופתרון לסעיף ב

  ?של הבעיה'    מה צריך למצוא בסעיף ב

את הזווית בין הישרים ) עם דיוק של שלוש ספרות אחרי הנקודה(   צריך למצוא 
1
ℓו -

2
ℓ 

  .A(2,6)נקודה שבתוכה נמצאת 

 ישרים  הזוויות אשר יוצרים מביןכיצד מחשבים זווית מסוימת   
1 1

y m x n= -  ו+

2 2
y m x n= +?  

 על הישר נמצאתהשוק של הזווית ה   הבה נסובב את 
1 1

y m x n=  סביב נקודת החיתוך +

כשהשוק , בינייםברגעי .  הזוויתהיא תתלכד עם השוק השנייה שלש עד ,של שני הישרים

פרט לנקודת החיתוך של (היא ,  על אף אחד מהישרים המדובריםהמסתובבת לא נמצאת

סיבוב כיוון באם הסיבוב יתבצע . צריכה להיות בתוך הזווית אשר צריך לחשב) שני הישרים

  :ים אשר צריך לחשב מתקיαאז עבור הזווית , השעוןגי ומח

                                                       1 2

1 2

tan
1

m m

m m
α

−
=

+ ⋅
      

  אז ,  השעון מחוגיכיווןל ואם הסיבוב יתבצע בניגוד

                                          1 2 2 1

1 2 1 2

tan
1 1

m m m m

m m m m
α

− −
= − =

+ ⋅ + ⋅
      

  ?בעיהות אלו עלינו להשתמש לפתרון הא   באיזו מנוסח

את השוק של הזווית המדוברת    נוכל לענות על שאלה זו אם נדע באיזה כיוון עלינו לסובב 

 על הישר הנמצאת
1

: 3 1y x= −ℓ סביב נקודת החיתוך של ישר זה עם הישר  

2
: 5 3y x= −ℓ ,השוק השנייה של(וית  עד שהיא תתלכד עם השוק השנייה של אותה זו 



 מחפשים זווית. 10

  
    אין לצלם ולהעתיק ספר זה–כל הזכויות שמורות למיכאל בלאוסוב    © 

104

 על הישרהזווית נמצאת
2
ℓ  .(כשהשוק המסתובבת לא נמצאת ,  בינייםברגעי, אמרנוכפי ש

 על אף אחד מהישרים
1
ℓו -

2
ℓ , צריכה להיות ) פרט לנקודת החיתוך של שני הישרים(היא

   .בתוך הזווית אשר צריך לחשב

 הזוויות אשר יוצרים הישרים ארבע   אוסף של כל הנקודות הנמצאות בתוך אחת מ

1
: 3 1y x= −ℓו -

2
: 5 3y x= −ℓ הוא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות במישור 

אוסף של כל הנקודות הנמצאות בתוך הזווית ; הנמצאות מעל כל אחד משני הישרים

צרים הישרים והשנייה אשר י
1
ℓו -

2
ℓ הוא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות במישור 

הנמצאות מעל הישר 
1
ℓ ומתחת לישר 

2
ℓ ; אוסף של כל הנקודות הנמצאות בתוך הזווית

ויות המדוברות היא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות במישור הזוארבע שלישית מתוך ה

הנמצאות מתחת לישרים 
1
ℓו -

2
ℓ ; רביעית האוסף של כל הנקודות הנמצאות בתוך הזווית

  היא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות במישור הנמצאות הזוויות המדוברותארבעמתוך 

מתחת לישר
1
ℓ ומעל לישר 

2
ℓ  .ארבע זוויות אלו נמצאת בתוך איזו מ: נשאל את עצמנו

  ? A(2,6)נקודה 

. y-המקביל לציר ה, 3ℓ את הישר A(2,6)נקודה  שאלה זו נעביר דרך לע לענות כדי   

2xמשוואה של ישר זה היא  הוא חותך את הישר . =
1
ℓ (2,5) בנקודהB ואת הישר 

2
ℓ  

  .C(2,7)בנקודה 

  יםשוויונ-   מהאי

                                                          
B A C

y y y< <       

 נמצאת מעל הישר A(2,6)נקודה נובע כי 
1
ℓ ומתחת לישר 

2
ℓ .לכן  

        
  
   

  

  

: ד נקודהקודם כל נמצא את השיעורים של עו. אודות זווית זועל ננסה לקבל מידע נוסף    

נקודת החיתוך של הישרים 
1

: 3 1y x= −ℓ  ו-
2

: 5 3y x= −ℓ  . נסמן נקודה זו ב-D .

  כאשר נפתור את מערכת המשוואות 

הנמצאות בתוכה  נמצאת בתוך אותה זווית שאוסף כל הנקודות Aנקודה 

הוא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות במישור הנמצאות מעל הישר 
1
ℓ 

 ומתחת לישר
2
ℓ. 

(4) 
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3 1

5 3

y x

y x

= −


= −
                     

  :נקבל

                                                              (1,2)D  

  שוויון -מהאי

                                                             
B C

y y<  

  נובע כי 

 נמצאת מתחת לישר B ונקודה 1ℓ נמצאת מעל הישר Cנקודה             
2
ℓ.  

   מכאן

  
  
  
  
  

                       

B 

C 

D 

A  

x  

y 

1
ℓ 

2
ℓ 

3
: 2x =ℓ 

BDC) 180BDCף של כל הנקודות הנמצאות בתוך הזווית וסא < °∡(  

הוא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות במישור הנמצאות מעל הישר 
1
ℓ 

 ומתחת לישר
2
ℓ. 

(5) 
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  נובע כי  (5)- ו(4)מטענות 

BDC )180BDC את בתוך הזווית נמצA נקודה                    < °∡(.  

  לכן 

  .BDCשל הבעיה היא זווית ' הזווית אשר אנחנו מתבקשים לחשב בסעיף ב        

 נמצאת מעל הישר Cנקודה ,    כפי שהוכנו לעיל
1
ℓ . שוויון -האיוממכאן  

                                                               
D B

x x<  

 כך ,DCלכד עם הקרן תהיא תש עד DB את הקרן Dנקודה נובע שאם נסובב סביב 

אז הסיבוב , BDCתהיה בתוך הזווית ) Dנקודה פרט ל(געי ביניים הקרן המסתובבת שבר

  :מכאן. השעוןמחוגי יתבצע נגד כיוון 

                                                
5 3 1

tan( )
1 3 5 8

BDC
−

= =
+ ⋅

∡.     

  . 7.125°-אן נובע כי הזווית אשר התבקשנו לחשב שווה בערך למכ

  : בעזרת השוויוןBDCאפשר לחשב את הזווית 

)6(                                          cos( )
| | | |

DB DC
BDC

DB DC

⋅
=

⋅

���� ����

���� ����∡           

  :נקבל D- וB ,Cבהסתמך על השיעורים של הנקודות 

)7(                                             (2 1,5 2) (1,3)DB = − − =
����

  

)8(                                             (2 1,7 2) (1,5)DC = − − =
����

  

  : נקבל,)8(- ו)7( בשורות שקיבלנותוצאות על ה ו)6(בהסתמך על שוויון 

                     
2 2 2 2

1 1 3 5 16
cos( ) 0.992278

2601 3 1 5
BDC

⋅ + ⋅
= = ≈

+ ⋅ +
∡                                                 

  מכאן 

                                                        7.125BDC ≈ °∡                                         
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אילו היינו מתבקשים למצוא את הזווית בין הישרים . 1 הערה
1

: 3 1y x= −ℓו -

2
: 5 3y x= −ℓ (2,8) שבתוכה נמצאת נקודהEהיינו אומרים את הדברים הבאים :   

  ים שוויונ-מהאי

                                                             
B C E

y y y< <  

  נמצאת מעל הישריםEנקודה נובע כי 
1
ℓ ו- 

2
ℓ . נקודה לכןE נמצאת בתוך אותה זווית 

שאוסף כל הנקודות הנמצאות בתוכה הוא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות במישור 

הנמצאות מעל הישרים 
1
ℓ ו- 

2
ℓ.  

 הוא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות    הזווית שאוסף כל הנקודות הנמצאות בתוכה

 הנמצאות מעל הישרים במישור
1
ℓ  ו- 

2
ℓ היא זווית צמודה לזווית שאוסף כל הנקודות 

הנמצאות בתוכה הוא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות במישור הנמצאות מעל הישר 
1
ℓ 

ומתחת לישר 
2
ℓ , כלומר היא צמודה לזוויתBDC .נאמר לעיל נובע כי בבעיה זו צריך המ

 היה עלינו לחשב α לחשב את הזווית כדי. BDC הצמודה לזווית αלחשב את הזווית 

 היינו משתמשים בשוויון ולאחר מכן, נעשה לעילכפי ש, BDCקודם את הזווית 

180 BDCα = °−∡.  

  

 בין ישרים אחד מכל זוג זוויות צמודות. 2הערה 
1 1 1 1
: 0L a x b y c+ + -  ו=

2 2 2 2
: 0L a x b y c+ + 1וית בין הווקטור  שווה לזו= 1 1

( , )n a b= הניצב לישר 
1

L לבין 

2 הווקטור 2 2
( , )n a b= הניצב לישר 

2
L .  את הזווית החדה לכןϕבין ישרים  

1
Lו -

2
L   

   לחשב בעזרת הנוסחה אפשר

                                                 1 2 1 2

2 2 2 2

1 1 2 2

| |
cos

a a b b

a b a b
ϕ

+
=

+ ⋅ +
  

  
  

מיוצג על ידי משוואה אשר  ,Lישר ת על שאינן נמצאוהנקודות כל  אוסף . 3הערה 

0ax by c+ +  מתקיים עבור כל נקודה באחד מהם.  מישוריםחצאישני של וא איחוד ה ,=

0axשוויון -האי by c+ + -ישור השני מתקיים האיואילו עבור כל נקודה בחצי המ, <

0axשוויון   by c+ +  למשוואה חיובי ביחסחצי המישור הראשון נקרא חצי מישור  . >
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0ax by c+ + י ביחס נקרא חצי המישור השלילואילו חצי המישור השני , L של הישר =

   . משוואהלאותה

 חצי המשור החיובי ,ית של הישר במספר שלילי כלשהו   אם נכפיל את המשוואה הכלל

  .וחצי המישור השלילי יתחלפו במקומותיהם

)לה של הווקטור חתהאם נקודת ה: לפיוש    קיים משפט , )n a b= הניצב לישר 

: 0L ax by c+ + ת בחצי המישור נמצאאז נקודת סוף הווקטור ,  מונחת על הישר=

0ax למשוואה ביחסהחיובי  by c+ +   . של הישר=

. אותו לעיל תרנופמהר יותר מאשר של הבעיה '  לפתור את סעיף באפשר   בעזרת משפט זה 

   .םכהפתרון בעצמנסו למצוא את 

ג הנזכר בו והמוש"  החיובישורימהחצי " ג שהמוש,האחרוןהמשפט    חשוב לציין לגבי 

   בתוכנית הלימודים לתלמידי הנזכר לפני כן מעולם לא היו כלולים" חצי המישור השלילי"

  .בגרותהלכן אין להשתמש בהם במבחני ו ,בתי ספר תיכוניים
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  בין זוויות שוות  .11

  

  

   "?רק חציה לבית הספר או להכין לך פיתה שלמ: "לומדת בבית ספר יסודיה   אב שואל את בתו 

  ." חצי פיתה: "הבת

יך יבקש ממך להתחלק עמו ולא יישאר יאולי מישהו מחבר, שני חצאיםאכין לך  ",אומר האב" ,טוב   "

  ." לך מה לאכול

  ." ות פיתעשרים וארבעה חצאי, אבא, אז תכין לי: "הבת

שלושים ושלושה יש שלך הרי בכיתה ", חיוך על פניוושואל האב " ?הלמה רק עשרים וארבע "

  ." תלמידים

  ."תשעה תלמידים מהכיתה לא חברים שלי"  

  

  

2 היא ABמשוואת הישר . ABCנתון משולש . בעיה 13y x=  ACמשוואת הישר ; −

 היא
1 1

3
2 2

y x= 3 היא ABCמשוואת חוצה הזווית ; + 22y x= − +.   

  . ABCמצאו את משוואת המעגל החסום במשולש   .א

 .BCמצאו את משוואת הישר   .ב

 
  .'בה ופתרון לסעיף אידרך החש

  ? של הבעיה'   מה צריך למצוא בסעיף א

  .ABCך למצוא את משוואת המעגל החסום במשולש י   צר

  ?   מהי הנוסחה למשוואת המעגל

)   הנוסחה למשוואת המעגל שמרכזו  , )M a b ורדיוסו Rהיא :  

)1(                                             2 2 2( ) ( )x a y b R− + − =  

  ?   מה עלינו למצוא על מנת שנוכל להיעזר בנוסחה זו לפתרון הבעיה

  .הרדיוס שלוואת  ABCשולש    עלינו למצוא את השיעורים של מרכז המעגל החסום במ

  ?מעגל החסום במשולש משפט גיאומטרי כלשהו שבו מדובר על מרכז    האם קיים
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מרכז המעגל החסום במשולש הוא נקודת המפגש של חוצי : לפיושקיים משפט .    כן

אז , לש הנתון יהיו ברשותנו משוואות של שני חוצי זוויות במשו אם.הזוויות של המשולש

  .נוכל למצוא את השיעורים של מרכז המעגל החסום במשולש זה

  ?    מה נתון

  המשוואה היא. ABC   בין היתר נתונה משוואה של חוצה הזווית 

                                                            3 22y x= − +.  

  .נו לנסות למצוא משוואה של עוד אחד מחוצי הזוויות במשולש הנתון   עלי

  ?   מה עוד נתון בבעיה

  היא AB משוואת הישר ,פי הנתון בבעיה ל BAC.1  נתונות משוואות של שוקי הזווית 

)2(                                                          2 13y x= −  

   היאACומשוואת הישר 

 )3(                                               
1 1

3
2 2

y x= +.  

 סוים אם ידועות המשוואות של שוקימוצאים את המשוואה של חוצה זווית    כיצד מ

  ?הזווית

חוצה הזווית הוא המקום  :לפיושעזרים במשפט    באחת הדרכים לפתרון בעיות מסוג זה נ

 בתוך ומונחות( הגיאומטרי של כל נקודות הנמצאות במרחקים שווים משוקי הזווית

  ).   הזווית

  .  על מנת שנוכל להיעזר במשפט גיאומטרי זה עלינו לדעת לחשב מרחק בין נקודה לישר

 המרחק בין נקודה האם קיימת נוסחה למציאת? כיצד מחשבים מרחק בין נקודה לישר

  ?לישר

) את המרחק    , )d P ℓ 1 בין נקודה 1( , )P x y  לישר: 0ax by c+ + =ℓ לחשב לפי אפשר 

  :הנוסחה הבאה

)4(                                                     1 1

2 2

| |
( , )

ax by c
d P

a b

+ +
=

+
ℓ  

  : שקולה למשוואה הבאהAB של הישר )2(משוואה    
                                                

  . שוקי הזווית הזונמצאותישרים שעליהם ה משוואות של נתונות: ליתר דיוק 1
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)5(                                                     2 13 0x y− + + =  

  : שקולה למשוואה הבאהAC של הישר )3(משוואה 

)6(                                                     2 7 0x y− + − =    

המקום הגיאומטרי של כל הנקודות במישור  היינו מתבקשים למצוא את משוואת לכן אילו

 כי מרחק בין קודם היינו אומרים ,AC- וABהנמצאות במרחקים שווים מהישרים 

)נקודה שרירותית  , )Q x yבמישור נמצאת במרחק   

)7(                           
2 2

| 2 13 | | 2 13 |
( , )

5( 2) 1
AB

x y x y
d Q

− + + − + +
= =

− +
ℓ   

   ובמרחק ,ABישר המ

)8(                           
2 2

| 2 7 | | 2 7 |
( , )

5( 1) 2
AC

x y x y
d Q

− + − − + −
= =

− +
ℓ    

 כי השוויון                                                          נובע)8(- ו)7( היינו אומרים שמשורותלאחר מכן . ACמהישר 

                                               ( , ) ( , )
AB AC

d Q d Q=ℓ ℓ  

  : ורק אם מתקייםמתקיים אך

                                         
| 2 13 | | 2 7 |

5 5

x y x y− + + − + −
=  

מכאן נובע כי המקום הגיאומטרי של כל הנקודות במישור הנמצאות במרחקים שווים 

  : היא איחוד הישריםAC- וABמהישרים 

)9(                                       1

2 13 2 7
:

5 5

x y x y− + + − + −
=ℓ  

  -ו

)10(                                  2

2 13 2 7
:

5 5

x y x y− + + − + −
= −ℓ  
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 הזווית עובר מעל הישרים באחת מהן חוצה.  זוויותרים ארבעצו יAC- וAB   הישרים 

ABו -AC ,מעל הישר – יהבשני AB ומתחת לישר AC ,מתחת לישרים – תבשלישי 

ABו -AC ,מעל הישר – תיברביעו AC ומתחת לישר AB . ארבע  חוצה שתיים מ)9(ישר

זוויות ארבע העלינו לברר איזו מ.  חוצה את שתי הזוויות האחרות)10(ישר ; זוויות אלו

רת לא נוכל אח, ABC במשולש BAC היא זווית AC- וABאשר נוצרו על ידי הישרים 

   .BAC חוצה הזווית נמצא )10(- ו)9(לקבוע על איזה מישרים 

 ABC וחוצה הזווית AB ,ACאולי עלינו פשוט לשרטט את הישרים ? זאת   כיצד נעשה 

זוויות אשר נוצרו על ידי הישרים ה ולפי השרטוט לקבוע איזו מארבע, במערכת הצירים

ABו -AC היא הזווית BAC במשולש ABC ?  

את  לאייר את תנאי הבעיה או כדי   חשוב לציין כי מתמטיקאי יכול להיעזר בשרטוט 

 אינומתמטיקאי . אך הוא עלול גם להטעות, לרעיוןשרטוט יכול לעזור לו להגיע . רעיונותיו

  . רשאי לומר כי משרטוט נובע כי טענה זו או אחרת מתקיימת

 BAC היא הזווית AC- וABזוויות אשר נוצרו על ידי הישרים ה    נקבע איזו מארבע

ה של נקודה כלשהי  את שיעורינמצא 2.ברינו בציורד לאייר את  בליABCבמשולש 

 BAC את הזווית לאתר  יותרלאחר מכן יהיה קל. ABCנמצאת בתוך המשולש ש

  . המדוברת

 של המשולש AC עם הצלע ABC את נקודת החיתוך של חוצה הזווית D-   נסמן ב

   . BD את אמצע הקטע E- וב,המדובר

, D- וBנקודות אם נמצא את השיעורים של . ABC נמצאת בתוך המשולש Eנקודה     

  : לפי הנוסחאות הבאותEנקודה נוכל למצוא את השיעורים של 

)11(                                                    
2

B D
E

x x
x

+
=  

 )12(                                                   
2

B D
E

y y
y

+
=  

   צריך לפתור את המערכת Dנקודה    כדי למצוא את השיעורים של 

                                                
 . הפרקראו ציור בסוף  2
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)13(                                                  

1 1
3

2 2

3 22

y x

y x

 = +

 = − +

  

  .BE- וACהישרים המורכבת ממשוואות 

   צריך לפתור את המערכת Bנקודה  למצוא את השיעורים של    כדי

 )14(                                                 
2 13

3 22

y x

y x

= −


= − +
  

  .BE- וABהמורכבת ממשוואות הישרים 

   כינקבל )14( ואת מערכת )13( מערכת לאחר שנפתור את   

)15(                                              (7,1)B , 
2 1

(5 ,6 )
7 7

D   

  נקבל , )12(- ו)11(ם  בשוויוניD- וBשיעורי הנקודות    כאשר נציב את 

                                                   

2
5 7

17 6
2 7

Ex

+
= =  

                                                   

1
6 1

47 3
2 7

Ey

+
= =  

  ?ABמעל או מתחת לישר נמצאת  Eנקודה האם :    כעת נשאל את עצמנו

נמצאת מעל אם נקודה מסוימת כיצד מבררים : ה זו נשאל את עצמנו לענות על שאלכדי   

  ?או מתחת לישר מסוים

1נקודה אם  לברר    כדי 1( , )P x y  מעל הישרנמצאתℓ  ,מאונך לציר השאינו -x , או

 ומאונך Pנקודה רך  עם הישר העובר דℓ מתבוננים בנקודת החיתוך של הישר ,מתחתיו

1ומתקיים , 2y של נקודת חיתוך זו הוא y-אם שיעור ה. x-לציר ה 2y y> , נקודה אזP 

1 אם מתקיים; ℓשר נמצאת מעל הי 2y y< , נקודה אזP נמצאת מתחת לישר ℓ.  

  :   אפשר לפתור בעיות מסוג זה בהסתמך על הטענות הבאות
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  .)7הוכחנו את הטענות בפרק (

אם נקודה לברר  כדי   
1 4

(6 ,3 )
7 7

E מעל או מתחת לישר  נמצאתAB, ניעזר במשוואה 

 בביטוי הרשום באגף השמאלי של Eנציב את שיעורי נקודה .  של ישר זה)5(כללית 

  :נקבל ו ,)5(משוואה 

                                                 
1 4

2 6 3 13 0
7 7

 − ⋅ + + > 
 

  

  כי ) )16(לפי טענה  (מכאן נובע 

  .AB נמצאת מעל הישרEהנקודה                                   )18(

  ?ACמעל או מתחת לישר  נמצאת Eהנקודה :    כעת נשאל את עצמנו

לי של  בביטוי הרשום באגף השמאEנציב את שיעורי נקודה    כדי לענות על שאלה זו 

  :נקבל ו , AC של ישר )6(המשוואה הכללית 

                                                 
1 4

6 2 3 7 0
7 7

 − + ⋅ − < 
 

  

  כי) )17(לפי טענה  (מכאן נובע 

  .AC  נמצאת מתחת לישרEהנקודה                                  )19( 

 ABC במשולש BAC כל אחת משוקי הזוויתלכן עבור . משולש הוא מצולע קמורכל    

אים מהצד  נמצE ונקודה )Aפרט לנקודה  (BAC חוצה הזווית: התנאי הבאמתקיים 

   נובע כי )19(- ו)18(מכאן ומטענות . BACת השוק של הזווית האחד של הישר שעליו נמצא

                    

  

1נקודה  1( , )P x yישר  נמצאת מעל : 0ax by c+ + =ℓ) 0b  אך) <

1: ורק אם מתקיים 1 0ax by c+ + >;  
)16( 

1נקודה  1( , )P x y נמצאת מתחת לישר : 0ax by c+ + =ℓ) 0b  אך) <

1: ורק אם מתקיים 1 0ax by c+ + <.  

)17(  

 נמצא מעל הישר ABCבמשולש ) Aפרט לנקודה  (BACחוצה הזווית 

ABומתחת לישר  AC.  
)20( 
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 אשר יאפשרו לנו להיעזר בטענה ,מרחק בין נקודה לישרל בנוגע    כעת נוסיף כמה מילים 

 בהסתמך על המשפט ,ABC במשולש BAC להרכבת משוואה של חוצה הזווית )20(

חוצה הזווית הוא המקום הגיאומטרי של כל נקודות הנמצאות במרחקים שווים : לפיוש

  ).   ומונחות בתוך הזווית(משוקי הזווית 

1בין נקודה  חישוב מרחק ל)4( בנוסחה שובבונן    הבה נת 1( , )P x y  לישר

: 0ax by c+ + =ℓ 17(- ו)16( אפשר לומר בהסתמך על טענותמה . )17(- ו)16( ובטענות( 

1 הביטוי על 1| |ax by c+   ? )4( הרשום באגף הימני של נוסחה +

1נקודה  נובע שאם )17(- ו)16(    מטענות 1( , )P x yישר  נמצאת מעל : 0ax by c+ + =ℓ 

)0b 1אז , )< 1 1 1| |ax by c ax by c+ + = + 1נקודה ואם , + 1( , )P x y נמצאת מתחת לישר 

: 0ax by c+ + =ℓ) 0b 1אז , )< 1 1 1| | ( )ax by c ax by c+ + = − + נציין שאם . (+

1נקודה 1( , )P x y נמצאת על הישר : 0ax by c+ + =ℓ , 1אז 1 0ax by c+ + פיכך ול,  =

1: במקרה זה מתקיים 1 1 1| | ( )ax by c ax by c+ + = ± + +(.   

  לכן

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

1נקודה אם  1( , )P x y נמצאת מעל הישר : 0ax by c+ + =ℓ)  או על ישר

0b: ומתקיים) זה )אז עבור המרחק , < , )d P ℓהנקודה  בין P לישר ℓ 

1  :םמתקיי 1

2 2
( , )

ax by c
d P

a b

+ +
=

+
ℓ                                            ;   

1אם נקודה  1( , )P x y  נמצאת מתחת לישר: 0ax by c+ + =ℓומתקיים  :

0b ) אז עבור המרחק, < , )d P ℓ נקודה  ביןP לישר ℓמתקיים : 

1 1

2 2
( , )

ax by c
d P

a b

+ +
= −

+
ℓ 

(21) 

(22) 
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0bאם , במילים אחרות   אז, <

  

  

  

  

  

) מסיקים שעבור נקודה שרירותית (22)- ו(21), )20(   על סמך טענות  , )Q x y על חוצה 

)עבור כל נקודה שרירותית , ויתרה מזאת (ABCבמשולש  BACהזווית  , )Q x y בתוך 

  : מתקיים)BACהזווית 

 )23(                             
2 2

2 13 2 13
( , )

5( 2) 1
AB

x y x y
d Q

− + + − + +
= =

− +
ℓ  

  -ו

    )24(                       
2 2

2 7 2 7
( , )

5( 1) 2
AC

x y x y
d Q

− + − − + −
= − = −

− +
ℓ  

 )6( השתמשנו במשוואה )24(בשורה , ABהישר  של )5( השתמשנו במשוואה )23(בשורה (

  ). ACשל הישר 

נקודות ה חוצה הזווית הוא המקום הגיאומטרי של כל :לפיושכעת ניעזר במשפט    

בהסתמך על משפט זה  ). בתוך הזוויתנמצאותו(הנמצאות במרחקים שווים משוקי הזווית 

   על הישר  נמצאABC במשולש BAC מסיקים כי חוצה הזווית )24(- ו)23(שורות על ו

                                            
2 13 2 7

5 5

x y x y− + + − + −
= −.    

  :למשוואה הבאה המשוואה האחרונה שקולה 

                                                              2y x= −.  

. ABCש  במשולBAC וחוצה הזווית ABC   כעת ברשותנו משוואות של חוצה הזווית 

   את המערכת אם נפתור

1אם נקודה  1( , )P x y נמצאת מעל הישר 

: 0ax by c+ + =ℓ) או על ישר זה(  

1אם נקודה  1( , )P x y נמצאת מתחת  

:לישר  0ax by c+ + =ℓ 

  

1 1

2 2

( , ),

( , ),

d P

ax by c

a b
d P



+ + 

= 
+ −




ℓ

ℓ
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3 22

2

y x

y x

= − +


= −
  

 של מעגל Rרדיוס . M(6,4) נמצא בנקודה ABCנקבל כי מרכז המעגל החסום במשולש 

   לכן.AB  לישרMנקודה בין זה שווה למרחק 

'  יח5              
2 6 4 13 5

( , )
5 5

ABR d M
− ⋅ + +

= == = =ℓ  

) -יכולנו להיעזר בכך ש( , )ACR d M= ℓ(.  

   היאABC ולקבל כי משוואת המעגל החסום במשולש ,)1(בנוסחה    כעת נוכל להיעזר 

                                                 2 2( 6) ( 4) 5x y− + − =                                                                

  .ל"מש 

                               
  

  .'סעיף בלדרך החשיבה ופתרון 

  ?של הבעיה' מה צריך למצוא בסעיף ב   

  .BCך למצוא את משוואת  הישר יצר   

  ?BC לומר על הישר אפשרמה    

השוק השנייה של זווית זו ; ABCת אחת השוקיים של הזווית  נמצאBCעל הישר    

  ת על הישר נמצא

)25(                                                 : 2 13AB y x= −ℓ;  

   על הישר  נמצאABCחוצה הזווית 

 )26(                                               : 3 22BE y x= − +ℓ  

 אם נצליח למצוא את השיפוע ).)15(שורה ראו  (Bנקודה  ברשותנו גם השיעורים של   

BCmנוכל למצוא את משוואת הישר ,  של הישרBCלפי הנוסחה   

)27(                                             ( )B BC By y m x x− = − .       
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  - על כך שנסתמך. BC של הישר BCmנרכיב משוואה שהנעלם בה יהיה השיפוע 

)28(                                                   CBE EBA=∡ ∡  

 )28(שוויון שמכאן . 0°- וגדולות מ90°-שתי הזוויות הרשומות בשוויון זה קטנות מ

  : ורק אם מתקייםיים אךמתק

 )29(                                         tan( ) tan( )CBE EBA=∡ ∡  

1ישרים  בין α עבור זווית ניזכר כי    1y m x n= 2-  ו+ 2y m x n=  מתקיימת אחת  +

  :נוסחאות הבאותהמ

)30(                                                  1 2

1 2

tan
1

m m

m m
α

−
=

+ ⋅
  

  או

)31(                                                1 2

1 2

tan
1

m m

m m
α

−
= −

+ ⋅
  

את השוק של ) בדמיון(מסובבים , ים האחרונים מתקייםן איזה משני השוויונ להביכדי   

1הזווית המונחת על הישר  1y m x n= שהיא  עד , סביב נקודת החיתוך של שני הישרים+

 שברגעי ביניים השוק המסתובבת  כךועושים זאת, ק השנייה של הזווית עם השומתלכדת

אם הסיבוב מתבצע . זווית המדוברת בתוך התישאר)  שני הישריםפרט לנקודת החיתוך של(

 בניגודהסיבוב מתבצע  ואם ,)30( מתקיים שוויון αאז עבור הזווית , השעוןמחוגי כיוון עם 

  .)31(מתקיים שוויון אז ,  השעון מחוגיכיווןל

 צריך EBA של הזווית BAתתלכד עם השוק עד שB סביב הנקודה BEהשוק    הסיבוב 

לכן או . BC של הזווית BCתלכד עם השוק מזה שיגרום לה להבצע בכיוון ההפוך התל

  :ים הבאיםשמתקיימים שני השוויונ

             tan( ) , tan( )
1 1

BE BC BE BA

BE BC BE BA

m m m m
CBE EBA

m m m m

− −
= = −

+ ⋅ + ⋅
∡ ∡  

  :ימים שני שוויונים אלה מתקי שלחלופין או

             tan( ) , tan( )
1 1

BE BC BE BA

BE BC BE BA

m m m m
CBE EBA

m m m m

− −
= − =

+ ⋅ + ⋅
∡ ∡        
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  : רק אם מתקיים מתקיים אך)29( ששוויוןמכאן 

                                        
1 1

BE BC BE BA

BE BC BE BA

m m m m

m m m m

− −
= −

+ ⋅ + ⋅
  

  :יםיב בשוויון האחרון לפי השוויוננצ

                                                 3BEm = 2BAm-  ו− =   

  :נקבלו) )26(- ו)25(שורות ראו (

                                              
3 3 2

1 3 1 ( 3) 2

BC

BC

m

m

− − − −
= −

− + − ⋅
     

  כשפותרים את המשוואה האחרונה מקבלים כי

                                                           
1

2
BCm = − .  

ראו  (Bודה נק ואת השיעורים של מצאנו שזה עתה BCm את הערך של )27(נציב בנוסחה 

  :BCנקבל את המשוואה הבאה של הישר ו, ))15(שורה 

                                                            
1

1 ( 7)
2

y x− = − −  

  : המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה

               0.5 4.5y x= − +     

0.5  :תשובה 4.5y x= − +.     
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   מקומות גיאומטרייםlשיטה של   .12

  
  
רוב האנשים משאירים אחריהם רק ציורי .    שימוש במשפטים ובנוסחאות מזכיר לי שימוש בצבעים   

ישנם גם היום . אך היו אמנים שהשאירו יצירות מופת כה נפלאות שאין לזמן השפעה על קסמן. ילדים

 .נים כאלהועוד יהיו בעתיד אמ

     

  
הם חזרו הביתה בתום הלימודים וסיפרו שהיה להם , כשבניי עדיין למדו בבית ספר יסודי,       יום אחד

  . שיעור בחינוך מיני

  . שאלה אשתי" ?מה הבנתם מהשיעור"

  . ענה אחד מהם",הבנתי שמין זה כיף"

 אספר בפרקים הבאים דברים לא הקדמתי לספר כאן ולא, למעט הנאמר אולי בכמה הערות,    אל דאגה

  .מוקדם לדעת,  יחידות לימוד5מתמטיקה ברמה של  הלומדים, ב"שלתלמידי כיתה י

  
  
  
  
 פרט מתבקש הפותר את הבעיה למצוא) תולא רק מתמטיו( בעיות מתמטיות בהרבה   

. יות מספר לא חייב להXהנעלם . X- המבוקש בפרטנסמן את ה. תיאור מסויםהעונה ל

  . תשבץ הוא יכול אף להיות מילה שחסרה ב. גיאומטרי או משוואההוא יכול להיות פרט

 חייב X הנעלם להבחין קודם כל באוסף תנאים אשר ניגשים לפתור את הבעיה יש   כש

וכל פרט , של הבעיה מקיים את כולםרון אוסף התנאים חייב להיות כזה שכל פת. לקיים

 כי הגיע למסקנהפותר הבעיה נניח ש. ים הללו הוא פתרון הבעיהתנאשמקיים את כל ה

1פתרון הבעיה חייב לקיים את התנאים  2, , ..., lr r r ,המקיים את כל אחד מושכל פרט -l 

 יכול הפותר להיעזר בשיטת החשיבה אשר נקראת ,ם כךא. ים אלו הוא פתרון הבעיהתנא

  1. מקומות גיאומטרייםlשיטה של  

                                                
1

 George(פויה '   מאת  ג"Mathematical Discovery"ספר התיאור השיטה אשר ניתן לעיל מבוסס על 

Polya( ;של יוון העתיקה השתמשו בשיטה של שני מקומות גיאומטריים עוד מתמטיקאים כי  ראוי לציין 
  .לעיתים קרובות
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א לה נקר(הקבוצה הראשונה : הקבוצות הבאות l-על המשתמש בשיטה זו להתבונן ב   

, 1rם המקיימים את התנאי  היא אוסף של כל האובייקטי)המקום הגיאומטרי הראשון

 אובייקטיםהיא אוסף של כל ה) נקרא לה המקום הגיאומטרי השני(הקבוצה השנייה 

היא )  l- לה המקום הגיאומטרי הנקרא (l-הקבוצה ה, ... ,  2rהמקיימים את התנאי 

מקיים את כל אחד  פתרון הבעיה .lrאוסף של כל האובייקטים המקיימים את התנאי 

1מהתנאים  2, , ..., lr r r .לכן הוא שייך לכל אחד מ-lמצד . ל" המקומות גיאומטריים הנ

מקיים את , עת בכל אחד ממקומות גיאומטריים אלוכל אובייקט הנמצא בה ב, שני

1התנאים  2, , ..., lr r r,  להסיק כי אוסף של על סמך הנאמר אפשר. א פתרון הבעיהלכן הוו 

  .ל"גיאומטריים הנהמקומות ה lכל פתרונות הבעיה הוא החיתוך של 

בות את השיעורים של נקודות כשיעורים של תים קרומצאנו לע   בפרקים הקודמים 

ני מקומות במקרים אלו השתמשנו בשיטה של ש. נקודות החיתוך של שני ישרים

  .לשימוש בשיטה זומורכבת יותר  דוגמה להלן. גיאומטריים

  

  

: נמצאת על הישר Pנקודה . בעיה y x= −ℓ .נקודה נתון שמP רואים את הקטע המחבר 

,1)נקודות את  1)A   .Pמצאו את השיעורים של הנקודה .  בזווית ישרהB(17,11)- ו−

  

  .פתרוןדרך החשיבה ו

  ?   מה צריך למצוא בבעיה

  .Pדה הנקו   צריך למצוא את שיעורי 

  ?אילו דרישות צריכה לענות נקודה זו לע   

  :   היא צריכה לקיים את התנאים הבאים

       1r ( נקודהP נמצאת על הישר : y x= −ℓ,  

        2r (90APB = °∡.  

  .הזוג הסדור של השיעורים של כל נקודה המקיימת את שני תנאים אלו הוא פתרון הבעיה
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  ?1rמהו המקום הגיאומטרי של כל הנקודות המקיימות את התנאי :    נשאל את עצמנו

  

  

  

 כל הנקודות המקיימות את התנאי מהו המקום הגיאומטרי של:    כעת נשאל את עצמנו

2r?  

האם קיים משפט גיאומטרי כלשהו על :    במטרה לענות על שאלה זו נשאל את עצמנו

  ?נקודות שמהן רואים קטע מסוים בזווית ישרה

  .כל זווית היקפית במעגל הנשענת על קוטר היא זווית ישרה: לפיושקיים משפט ,    כן

  : מקיימת את שני התנאים הבאיםP נקודה לכן אם

  ,B- וAנקודות  לא מתלכדת עם Pנקודה  .1

 , הוא קוטרוAB על המעגל שהקטע נמצאת Pנקודה  .2

  .2rאז הנקודה גם מקיימת את התנאי 

  . הוא קוטרוAB   נמצא את משוואת המעגל שהקטע 

  לכן. AB היא אמצע הקטע Mהנקודה . M-   נסמן את מרכז המעגל ב

)2(                                                        
2

A B
M

x x
x

+
=  

)3(                                                       
2

A B
M

y y
y

+
=  

  פי הנתוןל   

)4(                                                           (1, 1)A −,  

)5(                                                          (17,11)B.  

  :נקבל. )5(- ו)4(פי שורות ל )3(- ו)2(ים נציב בשוויונ

)6(                                                    
1 17

9
2

M
x

+
= =  

 הוא הישר  1rהמקום הגיאומטרי של כל הנקודות המקיימות את התנאי 

: y x= −ℓ. 

)1(  
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)7(                                                
1 11

5
2

M
y

− +
= =          

  לכן. A- וMבין נקודות של המעגל המדובר הוא מרחק Rרדיוס    

2'    יח10          )8( 2 2 2( ) ( ) (9 1) (5 1)M A M AR x x y y= − + − = − + + =  

  : לפי הנוסחה הבאהMנמצא את משוואת המעגל     

                                           2 2 2
( ) ( )

M M
x x y y R− + − =  

  : היאMנקבל כי משוואת המעגל . )7(- ו)6(שורות נציב בנוסחה זו לפי 

                                             2 2( 9) ( 5) 100x y− + − =  

  :נשאל את עצמנו   
  
  
  
  

     

  
  :הוכחנו לעיל רק את הטענה הבאה

  
  
  

  :עלינו עוד להוכיח את הטענה הבאה,  בחיוב)9( שאלהלהשיב על  שנוכל כדי

   
  

לעת עתה תוכלו לסמוך על דבריי או להוכיח .  בסוף הפרקובא ת)11(של טענה     ההוכחה 

אך לדעתי עדיף , אפשר כמובן גם לדפדף לסוף הפרק במידת הצורך. אותה בעצמכם

  .  )11(ולא בהוכחת טענה , מות גיאומטרייםבהבהרת השיטה של שני מקוכעת נתרכז ש

   נובע כי)11(- ו)10(מטענות . )11(הוכחנו את טענה בהנחה שנמשיך ,    כאמור
  
  

  

עם  ולא מתלכדות Mות על מעגל נמצאהאם אוסף של כל הנקודות ה

 הוא המקום הגיאומטרי של נקודות המקיימות את B- וAנקודות 

  ?2rהתנאי 

)9(  

  B- וA עם נקודות  ולא מתלכדותMות על מעגל נמצאכל הנקודות ה

 .2rמקיימות  את התנאי 

)10(  

 ולא Mות על המעגל נמצא, 2rמקיימות את התנאי הודות כל הנק

 . B- וAמתלכדות עם נקודות 

)11(  

- וA עם נקודות  ולא מתלכדותM אוסף של כל הנקודות המונחות על מעגל 

B 2 הוא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות המקיימות את התנאיr.  

)12(  
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שיעוריה אנחנו מתבקשים למצוא את נקודה שה היא P נובע כי נקודה )12(- ו)1(מטענות    

  : ורק אם היא המקיימת את שני התנאים הבאיםךבבעיה א

:בה בעת על הישר  נמצאת Pנקודה  )1 y x= −ℓעל המעגל המיוצג על ידי   ו

2המשוואה   2( 9) ( 5) 100x y− + − =,  

 .B- וAנקודות  לא מתלכדת עם Pנקודה  )2

  ,לבעיה יש פתרון אחד) ב,  לבעיה יש שני פתרונות) א: לכן קיימות שלוש אפשרויות

  .לבעיה אין אף פתרון) ג

 בשתי נקודות M חותך את המעגל ℓ  יתברר כי הישר    לבעיה יש שני פתרונות אם

  .B- וAנקודות השונות מ

 משיק ℓהישר ) א: מתקיים אחד המקרים הבאים יתברר כי    לבעיה יש פתרון אחד אם

 M חותך את המעגל ℓהישר ) ב; Bנקודה  וגם מAנקודה  בנקודה השונה מMלמעגל 

אילו נקודת החיתוך  ו, B או עם נקודה Aבשתי נקודות שאחת מהן מתלכדת עם נקודה 

  .  B וגם מנקודה Aמנקודה השנייה שונה 

 ולמעגל ℓלישר ) א: כי מתקיים אחד המקרים הבאים יתברר    לבעיה אין אף פתרון אם

Mהישר ) ב;   אין אף נקודה משותפתℓ משיק למעגל M בנקודה A או בנקודה B  ;ג (

  ).AB מתלכד עם הישר ℓבמקרה זה הישר  (B- וA חותך את המעגל בנקודות ℓהישר 

  .שר ולמעגל יש נקודה אחת משותפת רק אם ליךישר משיק למעגל א   נציין כי 

:   נמצא את  השיעורים של נקודות המונחות בה בעת על הישר  y x= −ℓ המעגל על   וגם

2המיוצג על ידי המשוואה  2( 9) ( 5) 100x y− + −  לשם כך נפתור את מערכת .=

  : הבאההמשוואות

                                              
2 2

( 9) ( 5) 100

y x

x y

= −


− + − =
  

 ונקבל את ,משוואה הראשונה שלההפי ונה למערכת האחרהנציב במשוואה השנייה של 

  :המשוואה הבאה

                                              2 2( 9) ( 5) 100x x− + − − =  
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  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה

                                                           2 4 3 0x x− + =  

  : למשוואה האחרונה יש שני פתרונות שונים

                                                           2 3x =, 1 1x =  

  : ונקבל, המשוואות האחרונהנציב פתרונות אלו במשוואה הראשונה של מערכת

                                                      2 3y = −,   1 1y = −   

,1)1 בנקודות M חותך את המעגל ℓ   קיבלנו כי הישר  1)P 2- ו− (3, 3)P −.  

 לא מתלכדת עם אף אחת 2Pואילו הנקודה , Aנקודה לכדת עם  מת1P   הנקודה 

  . B- וAנקודות  מה

  

,3): לכן התשובה לבעיה היא 3)P −.  

  .2rדרך שנייה למציאת המקום הגיאומטרי של כל הנקודות המקיימות את התנאי 

  : כלשהי מתקייםPאם עבור נקודה 

)13(                                                        90APB = °∡   

(1, 1)A −  

(17,11)B 

x 

y 

(9,5)M  

y x= −  

2 (3, 3)P −
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  :  מתקיים2אז לפי משפט פיתגורס

)14(                                                  2 2 2
AB AP PB= +  

שוויון ות את  שצלעותיו מקיימAPBבכל משולש , 3   לפי משפט הפוך למשפט פיתגורס

  .)13(מתקיים גם שוויון , )14(

 הוא אוסף של כל 2r   מכאן המקום הגיאומטרי של כל הנקודות המקיימות את התנאי 

  : המקיימות את שני התנאים הבאיםPהנקודות 

 ,B- וAנקודות  לא מתלכדת עם Pנקודה  )1

  .)14(  מקיימת את השוויוןPנקודה  )2

  .)14( המקיימות את השוויון Pנרכיב את משוואת המקום הגיאומטרי של נקודות    

  : ונקבל,מרחק בין שתי נקודותחישוב ניעזר בנוסחה ל

                                           2 2 2
( ) ( )

B A B A
AB x x y y= − + −,  

                                          2 2 2
( ) ( )

P A P A
AP x x y y= − + −,  

                                          2 2 2
( ) ( )

P B P B
PB x x y y= − + −.  

   נובע כי)5(- ו)4(מכאן ומשורות 

                                         2 2 2(17 1) (11 1) 400AB = − + + =,  

                                            2 2 2
( 1) ( 1)

P P
AP x y= − + +,  

                                          2 2 2
( 17) ( 11)

P P
PB x y= − + −.  

  : ונקבל,ים האחרונים לפי שלושת השוויונ)14(נציב בשוויון 

                                                
מתלכדת עם  P נקודה אם, ואכן. ABישר הת על  לא נמצאPנקודה האז ,   מתקיים)13(אם שוויון  2

אז , AB נמצאת בתוך הקטע Pאם נקודה ;  לא מוגדרתAPBאז הזווית , Bאו Aנקודות מהאחת 

180APB = 0APBאז , ABאך מחוץ לקטע , AB נמצאת על הישר Pואם הנקודה ; ∡° = °∡ .

 ולהיעזר APB אז אפשר להתבונן במשולש ישר זווית, 90° מוגדרת והיא בת APBלכן אם הזווית 
  .במשפט פיתגורס

 .יםקוסינוסהח בעזרת משפט  להוכיאפשר משפט הפוך למשפט פיתגורס  3
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                         2 2 2 2
400 ( 1) ( 1) ( 17) ( 11)

P P P P
x y x y= − + + + − + −       

נחליף בשוויון האחרון את 
P

x ב-x ואת 
P

yב -y .וואה הבאה של המקום נקבל את המש

  :)14(שוויון  המקיימות את P כל הנקודות הגיאומטרי של

                            2 2 2 2400 ( 1) ( 1) ( 17) ( 11)x y x y= − + + + − + −   

 את מקבלים, לאחר שפותחים סוגריים ומכנסים איברים דומים באגף הימני של משוואה

  :המשוואה הבאה

                                      2 2400 2 36 2 20 412x x y y= − + − +  

  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה

)15(                                         2 218 10 6x x y y− + − = −  

  נציין כי

                                              2 218 10 6x x y y− + − = −  

                                                                  ⇕         

                         2 2 2 2 2 2( 2 9 9 ) ( 2 5 5 ) 6 9 5x x y y− ⋅ ⋅ + + − ⋅ ⋅ + = − + +                          

                                                                   ⇕         

 )16(                                          2 2( 9) ( 5) 100x y− + − =  

 המקיימות Pכל הנקודות המקום הגיאומטרי של שרונה מסיקים על סמך המשוואה האח

  .' יח10-המעגל שווה לרדיוס , M(9,5) הוא מעגל עם מרכז בנקודה)14(את השוויון 

אך נוח יותר לפתור את מערכת המשוואות , אפשר לסיים את הפתרון כמו בשיטה הקודמת

  .)16( ולא משוואה )15(שבה רשומה משוואה 
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  .2rדרך שלישית למציאת המקום הגיאומטרי של כל הנקודות המקיימות את התנאי 

- וA לא מתלכדת עם אף אחת מהנקודות P ורק אם נקודה  מוגדרת אךAPB   הזווית 

B.  

 APנוכל להתבונן בישרים , B- וA לא מתלכדת עם אף אחת מהנקודות P   אם נקודה 

  ).מכיוון שלפי אקסיומת הישר דרך כל שתי נקודות אפשר להעביר ישר אחד ויחיד (BP-ו

אז השיפוע  , x- לא מאונך לציר הBP- וAP   אם אף אחד מהישרים 
AP

m  של הישר  

AP והשיפוע 
BP

mשל הישר  BPאם אף אחד מהישרים ,יתרה מזאת.   מוגדרים APו -

BPלא מאונך לציר ה -x ,אז הטענה  

)17(                                                         AP BP⊥  

  : ורק אם מתקייםמתקיימת אך

)18(                                                    1
AP BP

m m⋅ = −  

  כיבהסתמך על נוסחה לשיפוע של ישר העובר דרך שתי נקודות נקבל    

)19(                                                   P A
AP

P A

y y
m

x x

−
=

−
,  

)20(                                                   P B
BP

P B

y y
m

x x

−
=

−
.  

  פי הנתוןל

)21(                                                         (1, 1)A −,  

)22(                                                        (17,11)B.  

  :נקבל. )22(פי שורה  ל)20( ובשוויון ,)21(שורה  לפי )19(נציב בשוויון 

)23(                                                     
1

1

P
AP

P

y
m

x

+
=

−
  

 )24(                                                  
11

17

P
BP

P

y
m

x

−
=

−
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  : ונקבל,ם האחרונים לפי שני השוויוני)18(נציב בשוויון 

)25(                                            
1 11

1
1 17

P P

P P

y y

x x

+ −
⋅ = −

− −
  

 את )25(נחליף בשורה 
P

xב -x ואת 
P

yב -y,ונקבל את המשוואה הבאה         :  

)26(                                              
1 11

1
1 17

y y

x x

+ −
⋅ = −

− −
  

  : המקיימות את התנאים הבאיםP כל הנקודות המשוואה מייצגת את אוסף

1 לא נמצאת על הישר Pנקודה  )1 : 1x =ℓ2 על הישר  לא וגם : 17x =ℓ,   

2( 90APB = °∡      . 

)- ב)26(נכפיל את המשוואה     1)( 17)x x−   : ונקבל את המשוואה הבאה,−

)27(                                 ( 1)( 11) ( 1)( 17)y y x x+ − = − − −  

  :הוכיחו בעצמכם בתור תרגיל כי המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה

)28(                                      2 2( 9) ( 5) 100x y− + − =  

  ומר כי   מאפשרת לנו ל)28( אל משוואה  הדרך שבה הגענוהאם:    נשאל את עצמנו

 עם  ולא מתלכדות)28(ת על מעגל המיוצג על ידי משוואה אוסף כל הנקודות הנמצאו

  ?2r הנקודות המקיימות את התנאי  הוא המקום הגיאומטרי של כלB- וAנקודות 

 מתוך הנחה שאנו )28(הרי הגענו למשוואה . עדיין איננו יכולים להגיע למסקנה זו,    לא

1שר ות על הישאינן נמצאמתבוננים בנקודות  : 1x =ℓ2על הישר  לא   וגם : 17x =ℓ . עלינו

1ות על  הישר נמצאעוד להתבונן בנקודות ה : 1x =ℓות על הישר  וגם בנקודות הנמצא

2 : 17x =ℓ.  

1   משוואת הישר המאונך לישר  : 1x =ℓ (17,11) והעובר דרך הנקודהB 11 היאy = .

-בנסמן את הנקודה האחרונה . (1,11)לו היא הנקודה יתוך של שני הישרים הלנקודת הח

E .נקודה מE1ר ת על הישנמצא ה : 1x =ℓ  רואים את הקטעABעורי שי.  בזווית ישרה

 נמצאת  על Eלכן נקודה . )28( השקולה למשוואה ,)27( את משוואה  מקיימיםEנקודה 
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1  נקודת החיתוך השנייה של הישר .)28(מעגל  : 1x =ℓהמדובר היא הנקודה  עם המעגל 

(1, 1)A 1 גם על הישר  אין אף נקודה הנמצאת בה בעתA- וEת ונקודהחוץ מ. − : 1x =ℓ 

  .ל"וגם על המעגל הנ

                    

  

2משוואת ישר המאונך לישר  : 17x =ℓ 1) והעובר דרך הנקודה, 1)A 1y היא − = − .

,17)לו היא הנקודה נקודת החיתוך של שני הישרים הל  נסמן את הנקודה האחרונה . −(1

2ת על הישר  הנמצאFנקודה מה. F-ב : 17x =ℓ רואים את הקטע ABבזווית ישרה  .

 Fנקודה לכן . )28( השקולה למשוואה ,)27( את המשוואה  מקיימיםFשיעורי הנקודה 

2 של הישר  נקודת החיתוך השנייה. )28(נמצאת  על מעגל  : 17x =ℓהמדובר  עם המעגל 

גם על בה בעת  אין אף נקודה המונחת B- וFת וחוץ מנקוד. B(17,11)היא הנקודה 

2הישר  : 17x =ℓל" וגם על המעגל הנ.  

  כעת יש לנו זכות מלאה לומר כי   

  

  

  

x

y

11y =

1y = −

17x =

1x =

(9,5)M

(1, 1)A −

(17,11)B

0

(1,11)E

(17, 1)F −

 )28( אוסף של כל הנקודות המונחות על מעגל המיוצג על ידי משוואה 

 הוא המקום הגיאומטרי של כל B- וAעם נקודות ולא מתלכדות 

  .2rהנקודות המקיימות את התנאי 

)29( 
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   בשיטה השלישית לא)29(סוג של טענה הכשמוכיחים טענות מ, בדרך כלל. 1 הערה

 ועוברים דרך x-לא מבחינים בישרים המאונכים לציר ה: כותבים הוכחה כה מפורטת

 קיים ,בכל זאתו. מפורטים כל כך להסבריםדי זמן במבחן הרי אין  .ABקצוות הקטע 

ור אילו קטעים ואף בר, החסרת קטעים מהפתרון למען חיסכון בזמןהבדל עצום בין 

נציין שאילו לא היינו . לבין כתיבת אותם שלבים במחשבה שהפתרון מושלם, הוחסרו

 או עם הנקודה A מתלכדת עם הנקודה Pקפדניים ולא היינו מבחינים בכך שאם נקודה 

B , אז הזוויתAPBהיינו מגיעים בטעות למסקנה כי לבעיה יש שני פתרונות ,  לא מוגדרת

  . שונים ולא פתרון אחד

  

  .)11(הוכחת טענה 

  ראשונה למסקנה כי   הבה נזכר כיצד הגענו ל

  

  

  גיאומטריים קיבלנו כיה בהסתמך על אחד מהמשפטים   

  

  

  :  ))11(טענה (היינו חייבים להוכיח גם את הטענה הבאה 

  

  

  .זמן לקיים את ההבטחהה וזה , בסוף הפרק)11(נוכיח את טענה שהבטחתי 

  שלילה כיה    נוכיח בדרך 

  .Mנמצאות על המעגל , 2r את התנאי כל הנקודות המקיימות              )30(

  : אשר מקיימת את השוויון הבאו Mלא נמצאת על מעגל אשר  Pקיימת נקודהשנניח    

)31(                                                    90APB = °∡  

   להסיק כיר אפש)31(על סמך טענה 

  .AB  על הישרת לא נמצאP  הנקודה                                  )32(

 A עם נקודות  ולא מתלכדותMות על מעגל אוסף של כל הנקודות הנמצא 

  .2r הוא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות המקיימות את התנאי B-ו

,  B- וA עם נקודות  ולא מתלכדותMות על מעגל נמצאכל הנקודות ה

 .2rמקיימות  את התנאי 

 ולא Mות על המעגל נמצא, 2rמקיימות את התנאי הכל הנקודות 

   . B- וA עם נקודות כדותמתל
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, יתרה מזאת.  להעביר ישר אחד ויחידאפשר P- וA דרך נקודות ,מת הישר  לפי אקסיו

  :ויותקיימות אך ורק שתי אפשר להסיק כי  אפשר)32(בהסתמך על טענה 

  ;A בנקודה M משיק למעגל APהישר  .1

 ובנקודה שונה Aבנקודה :  בשתי נקודותM חותך את המעגל APהישר  .2

 .B- וAת מנקודו

     הנחנו כי

  ,)31(  ואשר מקיימת את שוויוןMמעגל  אשר לא נמצאת על P קיימת נקודה         )33(

 אז מתקיימת אך ורק אחת משתי ,נה שאם טענה זו מתקיימתקלאחר מכן הגענו למס

  :הטענות הבאות

  ;A בנקודה M משיק למעגל AP הישר                      )34(

  

  

  

   נובע כי )34(מטענה . )34( מתקיימת גם טענה )33(נוסף לטענה    נניח כי 

)36(                                                   90PAB = °∡     

  ).                      90°- ן משיק לרדיוס הנפגשים בנקודת ההשקה שווה להזווית בי :לפי המשפט(

 להוריד לישר אנך אפשרשנמצאת מחוץ לישר נתון נקודה כל מ :לפיושמשפט ב  כעת ניעזר

  4.אחד ויחיד

לכן . הגענו לידי סתירה .זמנית- לא יכולים להתקיים בו)36(- ו)31(ים לפי משפט זה שוויונ

לכן . ימת לא מתקי)34(אז טענה ,  מתקיימת)33(טענה מכאן אם .  לא מתקיימת)34(טענה 

  . מתקיימת)35( מתקיימת עלינו להסיק כי טענה )33(מך ההנחה שטענה על ס

על סמך . M עם המעגל AP של הישר A את נקודת החיתוך השונה מנקודה C-נסמן ב   

   מסיקים כי )32(טענה 

  .B  לא מתלכדת עם נקודהCנקודה                              )37(

                                                
ישר ל אנך אחד ויחיד  נתון להעביר דרך כל נקודה שנמצאת על ישראפשר ,במישור: ישנו גם המשפט הבא 4

  .זה

ה שונה  ובנקודAבנקודה :  בשתי נקודותM חותך את המעגל APהישר 

 .ה זומנקוד
)35(  
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קיים משפט . AB הנשענת  על קוטר M היא זווית היקפית במעגל ACBהזווית    

לפי משפט זה . כל זווית היקפית במעגל הנשענת על קוטר היא זווית ישרה: לפיוש

  : םמתקיי

)38(                                                     90ACB = °∡  

 להוריד לישר אנך אחד לישר אפשר מנקודה הנמצאת מחוץ שלפיושוב ניעזר במשפט 

הגענו לידי סתירה . זמנית-בו לא יכולות להתקיים )38(- ו)31(טענות לפי משפט זה . ויחיד

 אכן )30(לכן טענה .  מתקיימת))30(הפוכה לטענה טענה ( )33(הנחה כי טענה העל סמך 

  .  מתקיימת

כי  ,B- וA לא מתלכדת עם נקודות 2r המקיימת את התנאי Pנקודה , כפי שאמרנו לעיל

  .  מתקיימת)11(נובע כי טענה  )30(מכאן ומטענה . גדרת לא מוAPBאחרת הזווית 

  

הגיאומטרי של כל הנקודות המקיימות את מקום הנציין שלאחר שמצאנו את . 2הערה 

קיבלנו בה בעת כי טענות , גם לאחר שעשינו זאת בדרך השלישית,  בדרך השנייה2rהתנאי 

  . מתקיימות)11(- ו)10(

  

.  
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   מבטשתי נקודות   .13

  

  " ?איך זה ייתכן שלבעיה אין אף פתרון: "   שאל אותי תלמיד

אם למטרה זו תחפש אישה . בעוד מספר שנים תגיע לגיל שבו תרצה להקים משפחה משלך: "  עניתי

  .לא קיים אף פתרון,   לבעיה זו–מושלמת 

  

  

  
 ליצירת ם משתי זוויות צילו- הומצא הצילום הסטריאוסקופי 19-מאה הבאמצע ה   

 ממדית-י שיטות שונות מקבלים תמונה רב גם כשפותרים בעיה בשת.ממדית-תמונה תלת

  .   שלה

  
) הם ABC המשולש שניים מקודקודי. בעיה 1,2)A הקודקוד השלישי של . B(3,5)- ו−

שר  על הינמצאהמשולש 
1

:
2

y x=ℓ . קודקוד המצאו את . ר"יח 10שטח המשולש הוא

  .השלישי של המשולש
  

  .)שיטה אלגברית( 'א דרך החשיבה ופתרון

  ?   מה צריך למצוא

  .ABCמשולש ב C   צריך למצוא את השיעורים של קודקוד 

  .1y- נסמן ב שלהy-הואת שיעור  , 1x- בCנקודה  של x-נסמן את שיעור ה   

ננסה להרכיב שתי משוואות עם שני נעלמים . 1y- ו1x :פתור בעיה עם שני נעלמיםעלינו ל   

  .אלו

  ?   מה נתון

ת על הישר  נמצאC   בין היתר נתון שנקודה 
1

:
2

y x=ℓ.  

1   נקודה  1( , )C x yישר  נמצאת על ℓמקיימים את משוואת הישר ורק אם שיעוריה  אך ,

  :רק אם מתקייםו כלומר אך

)1(                                                           1 1

1

2
y x=  
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עם ה ננסה להרכיב עוד משווא. 1y- ו1x   כעת ברשותנו משוואה אחת עם הנעלמים 

  .נעלמים אלו

  ?במה מהנתון בבעיה עוד לא השתמשנו:    נשאל את עצמנו

) של המשולש המדובר נמצא בנקודה Aקודקוד    לא השתמשנו בכך שלפי הנתון  1, 2)− ,

פי הנתון עבור השטח גם לא השתמשנו בכך של. (3,5) נמצא בנקודה Bקודקוד ו
ABC

S∆ 

  : מתקייםABCשל המשולש 

ר " יח10                                                   )2(
ABC

S∆ =  

  ?B- וA נוכל להיעזר בשטח המשולש ובשיעורי הנקודות    כיצד

  ?מהי הנוסחה לחישוב שטח של משולש:  לענות על שאלה זו נשאל את עצמנו   כדי

  . צלע בגובה לאותה צלע   שטח משולש שווה למחצית מכפלת

  ? לחשב אפשרABCמשולש ב של איזו צלע את אורכה   

   לפי הנוסחהABצלע    אפשר לחשב את אורך ה

)3(                                     2 2( ) ( )A B A BAB x x y y= − + −  

  :נקבל. B- וAנציב בנוסחה את השיעורים של הנקודות 

2'  יח5                                  )4( 2( 1 3) (2 5)AB = − − + − =         

-נסמן ב   
AB

h את הגובה לצלע AB במשולשABC. נוסחה ב ננסה להיעזר  

)5(                                                
1

2
ABC AB

S AB h∆ = ⋅ ⋅  

  :נקבלו , )4( - ו)2(שורות  לפי )5(נציב בשוויון 

                                                         
1

10 5
2

AB
h= ⋅ ⋅  

קיבלנו משוואה עם הנעלם      
AB

h .נקבל, לאחר שנפתור אותה:  

'  יח4                                                    )6(
AB

h =    
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   להסיק כי   על סמך השוויון האחרון אפשר

       AB מהישר'  יח4 נמצאת במרחק Cנקודה                            )7(

חישוב מהי הנוסחה ל: לכן נשאל את עצמנו, שר מדובר במרחק בין נקודה לי)7(   בטענה 

  ?מרחק בין נקודה לישר

0 בין נקודה d   את המרחק  0( , )x yהמיוצג על ידי המשוואה הכללית ,  לישר

0ax by c+ +   :אפשר לחשב לפי הנוסחה הבאה, =

)8(                                                      0 0

2 2

| |ax by c
d

a b

+ +
=

+
  

 עלינו לקבל AB  לישרC שנוכל להיעזר בנוסחה זו לחישוב המרחק בין נקודה כדי

. ABמצאו בעצמכם את המשוואה הכללית של הישר . ABישר המשוואה כללית של 

  : לקבל את המשוואה הבאה עליכם

)9(                                                   3 4 11 0x y− + − =                           

  1.שקולה לההאו משוואה 

) מקבלים כי עבור המרחק )9( ומשוואה )8(נוסחה על סמך     , )
AB

d C ℓ בין נקודה 

1 1( , )C x y לישר ABמתקיים :  

)10(                    1 1 1 1

2 2

| 3 4 11| | 3 4 11|
( , )

5( 3) 4
AB

x y x y
d C

− + − − + −
= =

− +
ℓ                              

1 מסיקים כי שיעורי הנקודה )10(- ו)7(שורות על סמך     1( , )C x y חייבים לקיים את 

  המשוואה הבאה

)11(                                             1 1| 3 4 11|
4

5

x y− + −
=                                                         

                                                

: המשוואה המפורשת של ישר זה היא 1
3 3

2
4 4

y x= +. 
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1קיבלנו כי שיעורי הנקודה     1( , )C x y על , תרה מזאתי. )11(- ו)1(תנאים את  מקיימים

1סדור סמך הנאמר לעיל אפשר להסיק כי כל זוג  1( , )x y  אשר מקיים את תנאים אלו הוא

  : המערכת הבאה הוא פתרוןCנקודה מכאן הזוג הסדור של שיעורי  .פתרון הבעיה

                                                  

1

2

| 3 4 11|
4

5

y x

x y

 =

− + − =



     

  .רון הבעיהוכל פתרון של מערכת משוואות זו הוא פת

אוסף הנקודות במישור המקיימות את המשוואה השנייה של מערכת זו הוא איחוד של 

  אוסף הנקודות המקיימות את המשוואה 

                                                   
3 4 11

4
5

x y− + −
=  

  ואוסף של נקודות המקיימות את המשוואה

                                                   
3 4 11

4
5

x y− + −
= −.   

  במילים אחרות

                                                   
| 3 4 11|

4
5

x y− + −
=   

                                                                  ⇕           

                            
3 4 11

4
5

x y− + −
      או       =

3 4 11
4

5

x y− + −
= −.    

  מכאן

                                               

1

2

| 3 4 11|
4

5

y x

x y

 =

− + − =



  

                                                                  ⇕           



 מבטשתי נקודות . 13

  
    אין לצלם ולהעתיק ספר זה– שמורות למיכאל בלאוסוב    כל הזכויות© 

138

                                                                  ⇕           

                            

1

2

3 4 11
4

5

y x

x y

 =

− + − =



    או   

1

2

3 4 11
4

5

y x

x y

 =

− + − = −



     

  פתרון של המערכת

                                              

1

2

3 4 11
4

5

y x

x y

 =

− + − =



                         

)הוא  31, 15.5)−    ואילו פתרון של המערכת ,−

                                            

1

2

3 4 11
4

5

y x

x y

 =

− + − = −



  

)ה היא לכן התשובה לבעי. (9,4.5)הוא  31, 15.5)C − ,9)  או − 4.5)C.  

  .)שיטה של שני מקומות גיאומטריים( 'דרך החשיבה ופתרון ב

  ?מה צריך למצוא   

  .ABCמשולש ב Cקודקוד צריך למצוא את השיעורים של    

  ?עורים של נקודה מסוימתשיים כיצד מחפש   

שיעורים של נקודה מסוימת היא למצוא את המשוואות של שני אחת הדרכים למציאת    

 ולאחר מכן למצוא את השיעורים של נקודות ,קוים כלשהם אשר עוברים דרך נקודה זו

ת גיאומטריים  מקומוl   זו היא מקרה פרטי של שיטתשיטה .יםוקוה לשני משותפות

את השיעורים של נקודה מסוימת  למצוא כדיתים קרובות  לע.המתוארת בפרק הקודם

למצוא עבור כל אחד מהתנאים , מספיק להבחין בשני תנאים אשר הנקודה חייבת לקיים



 שיטות חשיבה בגיאומטריה אנליטית 

  
    אין לצלם ולהעתיק ספר זה–כל הזכויות שמורות למיכאל בלאוסוב    © 

139

 ולפתור את המערכת ,את משוואת המקום גיאומטרי של כל הנקודות המקיימות אותו

   2.המורכבת ממשוואות אלו

עלינו . Cנקודה י מקומות גיאומטריים הכוללים את ננסה למצוא משוואות של שנ   

  . חייבת לקייםCנקודה אשר ) 2r- ו1rקרא להם תנאים נ(להבחין בשני תנאים 

  :  חייבת לקיים את תנאי הבאCנקודה בבעיה מסיקים כי על סמך הנתון    

  1r                        (      נקודהCת על הישר נמצא 
1

:
2

y x=ℓ.  

 תנאי זה הוא הישר המקום הגיאומטרי של כל הנקודות המקיימות את   
1

:
2

y x=ℓ.  

לקיים את גם חייבת  Cנקודה מסיקים כי , הבעיה בשיטה הקודמתכמו בפתרון בדיוק    

  : התנאי הבא

2r               (           נקודהCמהישר'  יח4רחק  נמצאת במ AB.  

 של Cקודקוד  יכולה לשמש 2r- ו1r מקיימת את התנאיםאשר   נציין שכל נקודה 

  .ן בבעיה הנתוABCהמשולש 

  ?2rמהו המקום הגיאומטרי של כל הנקודות המקיימות את התנאי    

  ?מרחק בין נקודה לישרחישוב מהי הנוסחה ל:  לענות על שאלה זו נשאל את עצמנוכדי   

0 בין נקודה d   את המרחק  0( , )x yמיוצג על ידי המשוואה הכללית ה,  לישר

0ax by c+ +   :אפשר לחשב לפי הנוסחה הבאה, =

)12(                                                   0 0

2 2

| |ax by c
d

a b

+ +
=

+
  

, כפי שנאמר לעיל. AB המשוואה הכללית של הישר שוב אבקש שתקבלו בעצמכם את   

  : הבאה לקבל את המשוואהעליכם

                                                         3 4 11 0x y− + − =  

                                         . שקולה להה האו משווא

                                                
אפשר לפתור בעיות מסוג תים קרובות על. קיים יותר משני תנאיםהנקודה חייבת לבהן קיימות גם בעיות ש  2

מקומות בעזרת שיטה של שני מערכת של שתי משוואות עם שני נעלמים  ת מרכיביםראשי: זה בדרך הבאה
 .שאר התנאיםאת   מקיימיםפתרונות של המערכתה אילו מ ובודקים אותהפותרים, גיאומטריים
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 של  מסיקים כי משוואהAB ועל המשוואה הכללית של הישר )12(בהסתמך על נוסחה    

מקום הגיאומטרי של כל הנקודות המקיימות את של ה, כלומר( השני המקום הגיאומטרי

  היא) 2rהתנאי 

                                                    
| 3 4 11|

4
5

x y− + −
=             

  מכאן המקום הגיאומטרי השני הוא איחוד של ישרים 

                            1

3 4 11
: 4

5

x y− + −
=ℓ2 -  ו

3 4 11
: 4

5

x y− + −
= −ℓ .  

  .ממנו'  יח4 ונמצאים במרחק של AB אלו מקבילים לישר שני ישרים

  :נשים לב כי מתקיימות שתי הטענות הבאות

  ;2r- ו1rאת תנאים  של המשולש הנתון מקיים Cקודקוד  �

 הוא 2r- ו1rהזוג הסדור של השיעורים של כל נקודה המקיימת את התנאים  �

  .פתרון של בעיה זו

  לכן 

 ;ל"מקומות הגיאומטריים הנה שייך לשני  של המשולש הנתוןCקודקוד  �

ל יכולה לשמש "ני המקומות הגיאומטריים הנכל נקודה אשר שייכת בה בעת לש �

 . של המשולש הנתוןCקודקוד 

השיפוע של הישר    
1

:
2

y x=ℓ לא שווה לשיפוע של הישר  AB .כן הישרלℓ חותך את 

  .מכאן לבעיה יש שני פתרונות. ABהמקבילים לישר  2ℓ- ו1ℓהישרים 

   למצוא אחד מפתרונות אלו צריך לפתור את המערכתכדי   

                                                    

1

2

3 4 11
4

5

y x

x y

 =

− + − =



  

   למצוא את הפתרון השני צריך לפתור את המערכתכדי   
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1

2

3 4 11
4

5

y x

x y

 =

− + − = −



.  

)לאחר שפותרים את מערכות משוואות אלו מקבלים כי  31, 15.5)C − ,9)  או − 4.5)C.  

היינו יכולים לקבל , ABהיה שווה לשיפוע של הישר  ℓאילו השיפוע של הישר .  1הערה 

היינו  ,ℓתלכד עם הישר  לא מ2ℓ- ו1ℓ אף אחד מהישרים אם) א: את תשובות הבאות

היינו  , ℓ מתלכד עם הישר 2ℓ- ו1ℓ אחד מהישרים אם; י לבעיה אין אף פתרוןמסיקים כ

במקרה זה ( של המשולש הנתון Cיכולה להיות קודקוד  כל נקודה על ישר זה מסיקים כי

  ).לבעיה יש אינסוף פתרונות

במבחן דומה לזו להשתמש בשיטה האלגברית לפתרון בעיה יעדיף שגם למי . 2הערה 

   .     לפתור אותה בראש בשיטה של שני מקומות גיאומטרייםאמליץ 

בשיטה של שני  ( בדרך השנייהCכשהתחלנו לחפש את השיעורים של נקודה . 3הערה 

 ?כיצד מחפשים את השיעורים של נקודה מסוימת:  שאלנו את עצמנו)מקומות גיאומטריים

 למציאת השיעורים אילו עוד דרכים קיימות. התשובה שניתנה לאחר מכן הייתה חלקית

  ?יד לאחר השאלה נוסף על אלו שתוארו משל נקודה מסוימת במישור

  : גם בדרכים הבאותפותריםבעיות מסוג זה    

 מערכת של אושהנעלמים בהן הם שיעורי הנקודה  מערכת של שתי משוואות מרכיבים •

2 m+ 2 משוואות עם m+ כאן ( נעלמיםm נעלמים השניים מו. )טבעי  הוא מספר

הדרך הראשונה שבה פתרנו את הבעיה האחרונה הייתה לפי גישה . רי הנקודה שיעוהם

חשוב לציין כי מי שמנסה למצוא את שיעורי הנקודה כנקודה משותפת לשני . זו

מערכת של שתי משוואות עם שני מנסה גם הוא  להגיע ל מקומות גיאומטריים

 אך לא  משוואות שונה מזו של מי שמנסה להרכיב מערכתתו חשיבאך דרך, נעלמים

  . על הנקודה כנקודת החיתוך של שני קוויםחושב

ת הקטע לבין שיעורי הנקודה המחלקת בנוסחאות המקשרות בין שיעורי קצונעזרים  •

 של תוילאמ. (בבעיות רבות הנקודה האחרונה היא אמצע הקטע. את הקטע ביחס נתון

תים קרובות כי לעחשוב לציין . מתמקרה פרטי של השיטה הקודדבר שיטה זו היא 

  .) כאשר מנסים לפתור בעיה כלשהי בשיטה הקודמת נעזרים בנוסחאות אלו
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  צועדים במעגלים  .14

  

  . האבנים לשווא אתאחרת אתה זורק, סתכל על המעגלים שהם יוצריםה, כשאתה זורק אבנים למים   
  

  )קוזמא פרוטקוב(        
  
  
  

)נתון מעגל העובר דרך נקודות . בעיה 2,3)A  על הישר נמצא מרכז  המעגל. B(6,5)- ו−

: 4 4y x= +ℓ .מצאו את משוואת המעגל.  

  
  .דרך החשיבה ופתרון

  ?מה צריך למצוא בבעיה   

  .תנאיםואת מעגל המקיים כמה משוצריך למצוא    

  ?מהם התנאים אשר מקיים המעגל המדובר   

עת נוכל לקרוא למעגל כ. M-שאלה האחרונה נסמן את מרכז המעגל בלפני שנענה על ה   

  .Mהמדובר מעגל 

  פי הנתוןל

) דרך נקודה עובר Mהמעגל                              )1( 2,3)A −,  

  ,B(6,5)  עובר דרך נקודהMהמעגל                               )2(

:   על הישר של המעגל המדובר נמצאMמרכז                )3( 4 4y x= +ℓ.  

  ?Mזו בנקודה  מעגל שמרכמהו: אפשר לשאול

שור י הוא מקום גיאומטרי של כל הנקודות במM ומרכזו בנקודה Rמעגל שרדיוסו    

, יע למי שלא זוכר את הנוסחה הבאהמידע עשוי לסי( Mנקודה ה מRהנמצאות במרחק 

  ).בתנאי שיזכור את הנוסחה למרחק בין שתי נקודות במישור, הנוסחה למשוואת מעגל

  ?מהי הנוסחה למשוואת המעגל: נשאל את עצמנו   

) ומרכזו בנקודה Rמשוואת המעגל שרדיוסו     , )M a bהיא   

)4(                                            2 2 2( ) ( )x a y b R− + − =  
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  .)שיטה אלגברית(' פתרון אהמשך 

  ?)4( בעזרת נוסחה מה עלינו למצוא כדי לקבל את המשוואה הנדרשת   

  זו בעיה עם שלושה. בנוסחהR- וa ,b עלינו למצוא את הגודל של כל אחד מהפרמטרים  

ננסה להרכיב שלוש משוואות עם . R- וa ,bהנעלמים אשר עלינו למצוא הם . נעלמים

  .שלושת הנעלמים האלו

  ?מהם התנאים אשר מקיים המעגל המדובר: שוב נשאל את עצמנו   

ננסה להרכיב שלוש משוואות בהסתמך על . )3(- ו)2(, )1(המעגל מקיים את התנאים    

  .שלושה תנאים אלו

.  ורק אם היא מקיימת את המשוואה המייצגת את הקונקודה נמצאת על קו מסוים אך   

  לכן 

)נקודה  מתקיים אם רק שיעורי ה)1(תנאי  )1 2,3)A כלומר , )4(משוואה  מקיימים את −

 : ורק אם מתקייםאך

                                               2 2 2( 2 ) (3 )a b R− − + − =  

כלומר , )4(משוואה  מקיימים את B(6,5) מתקיים אם רק שיעורי הנקודה )2(תנאי  )2

 :תקיים ורק אם מאך

                                                  2 2 2(6 ) (5 )a b R− + − =    

) מתקיים אם רק שיעורי הנקודה )3(תנאי  )3 , )M a b מקיימים את המשוואה 

4 4y x=  : ורק אם מתקייםכלומר אך, +

                                                               4 4b a= +  

מכאן המשוואה אשר אנחנו מתבקשים למצוא בבעיה היא משוואת המעגל שהשיעורים של 

)רכזו מ , )M a bוסו רדישל  וRם הבאים מקיימים את שלושת השוויוני:  

                                              2 2 2( 2 ) (3 )a b R− − + − = ,  

                                               2 2 2(6 ) (5 )a b R− + − =,  

                                                              4 4b a= + .  
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לו  המקיימים את שלושת השוויונים הלR- וa ,b כדי למצוא את ערכי הפרמטרים   

ם אל שלושת השוויונילהתייחס ,  כאל נעלמיםR- וa ,bעלינו להתייחס אל פרמטרים 

  : ולפתור את המערכת הבאה המורכבת ממשוואות אלו,כאל משוואותהאחרונים 

)5(                                          

2 2 2

2 2 2

( 2 ) (3 )

(6 ) (5 )

4 4

a b R

a b R

b a

 − − + − =


− + − =
 = +

   

  מערכת המשוואות הזו שקולה למערכת המשוואות הבאה

                        

2 2 2

2 2 2 2

(2 ) (3 )

(6 ) (5 ) (2 ) (3 ) 0

4 4

a b R

a b a b

b a

 + + − =


− + − − + − − =
 = +

  

2נעזרנו בשוויון ( 2( 2 ) (2 )a a− − =  את )5(השנייה של מערכת  וחיסרנו מהמשוואה +

  .)המשוואה הראשונה

לאחר שבמשוואה השנייה של מערכת המשוואות האחרונה נפתח סוגריים ונכנס איברים    

  : נקבל את מערכת המשוואות הבאה,דומים

                                                

2 2 2(2 ) (3 )

16 4 48 0

4 4

a b R

a b

b a

 + + − =

− − + =
 = +

  

  :מערכת משוואות זו שקולה למערכת המשוואות הבאה

                                              

2 2 2(2 ) (3 )

4 12

4 4

a b R

b a

b a

 + + − =


= − +
 = +

  

  :מערכת המשוואות האחרונה שקולה למערכת המשוואות הבאה
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)6(                                         

2 2 2(2 ) (3 )

4 12

4 12 4 4

a b R

b a

a a

 + + − =


= − +
− + = +

  

  :נקבל. נפתור את המשוואה השלישית במערכת המשוואות הזו   

)7(                                                           1a =  

  : ונקבל,)7(פי שורה  ל)6(נציב במשוואה השנייה של מערכת משוואות 

)8(                                                           8b =  

:                                       נקבלו, )8(- ו)7(שורות  לפי )6( הראשונה של מערכת המשוואות נציב במשוואה

                                               2 2 2(2 1) (3 8) R+ + − =   

  מכאן

)9(                                                          2 34R =  

  לכן

R'  יח34                                                             =  

 )4(נציב בנוסחה . )9(- ו)8(, )7(ם ניעזר רק בשוויוני. וויון האחרוןלמעשה אין לנו צורך בש   

  : ונקבל את המשוואה הבאה,ם אלו שלושה שוויונילפי

                                                  2 2( 1) ( 8) 34x y− + − =  

  .ל"מש

  
  
  

  .)מבוסס על שימוש בשיטה של שני מקומות גיאומטריים(' פתרון בהמשך 

  ?)4(  בעזרת נוסחהמה עלינו למצוא כדי שנוכל לקבל את המשוואה הנדרשת   

  .עלינו למצוא את השיעורים של מרכז המעגל ואת רדיוס המעגל   

  :  הבעיה הבאהראשית ננסה לפתור את   

)נתון מעגל העובר דרך נקודות        2,3)A  על הישר נמצא מרכז  המעגל. B(6,5)- ו−

: 4 4y x= +ℓ .מצאו את השיעורים של מרכז המעגל.  
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   .בעיה של הבעיה אשר התבקשנו לפתור בפרק זה-זו תת   

כיצד מחפשים את השיעורים של :  לכן נשאל את עצמנו.מרכז המעגל המדובר הוא נקודה   

  ?נקודה מסוימת

הדרכים למציאת השיעורים של נקודה מסוימת היא למצוא את המשוואות של שני אחת    

 ודות ולאחר מכן למצוא את השיעורים של נק,קוים כלשהם אשר עוברים דרך נקודה זו

  .יםוקוהשני משותפות ל

נזכיר כי ( Mננסה למצוא משוואות של שני מקומות גיאומטריים הכוללים את הנקודה    

קרא להם נ(עלינו להבחין בשני תנאים ). בר אנחנו מסמנים את מרכז המעגל המדוM-ב

  . חייבת לקייםMאשר הנקודה ) 2r- ו1rתנאים 

המקום הגיאומטרי של כל הנקודות : דרישה הבאה הלעלענות  צריכים 2r- ו1rהתנאים    

 וגם המקום הגיאומטרי )נקרא לו המקום הגיאומטרי הראשון (1rהמקיימות את התנאי 

שניהם  -) נקרא לו המקום הגיאומטרי השני (2rשל כל הנקודות המקיימות את התנאי 

  . קוויםצריכים להיות

 ולמצוא את המשוואות של שני המקומות להבחין בשני תנאים כאלואם נצליח    

מהמשוואה של המקום הגיאומטרי הראשון מערכת נוכל להרכיב , הגיאומטריים

 הוא פתרון Mה הזוג הסדור של שיעורי הנקוד. ומהמשוואה של המקום הגיאומטרי השני

  .של מערכת משוואות זו

,  חייבת לקייםMקודה יו תנאים נוספים שנ יה2r- ו1r תנאיםאם יתברר שנוסף על    

ם הוא מקיים גם את אותם תנאים ל א"ל פתרון של מערכת המשוואות הנבדוק עבור כנ

כל פתרון של מערכת משוואות זו אשר מקיים את כל התנאים אשר שיעורי . נוספים

  . חייבים לקיים הוא פתרון לבעיה זוMהנקודה 

  .נתחיל בביצועה. ל"הבעיה הנ-זוהי תוכנית כללית לפתרון תת   

: מונחת על הישר Mנקודה : כך 1rננסח את תנאי     4 4y x= +ℓ.  

) היא מרכז המעגל העובר דרך נקודות M נקודה: כך 2rננסח את תנאי     2,3)A - ו−

(6,5)B .  

  :נשים לב כי מתקיימות שתי הטענות הבאות

  ;2r- ו1rנוכחית מקיים את תנאים הבעיה ה-מרכז המעגל הנזכר בתת �
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 הוא פתרון של 2r- ו1r המקיימת את התנאים Mשיעורים של כל נקודה זוג ה �

  .בעיה זו-תת

נוכחית הוא אוסף של כל הפתרונות של הבעיה ה-לכן אוסף של כל הפתרונות של תת

  .מערכת המשוואות אשר אנחנו מנסים להרכיב

 1rת את התנאי   המקיימוMמהו המקום הגיאומטרי של כל הנקודות : נשאל את עצמנו   

  ?)המקום הגיאומטרי הראשון(

4משוואתו היא . ℓ          המקום הגיאומטרי הראשון הוא הישר  4y x= +.  

 2r  המקיימות את התנאי Mמהו המקום הגיאומטרי של כל הנקודות : נשאל את עצמנו   

מהו המקום הגיאומטרי של מרכזי המעגלים : במילים אחרות? )מטרי השניהמקום הגיאו(

)העוברים דרך הנקודות  2,3)A   ?B(6,5)- ו−

)ובר דרך הנקודות  היא מרכז המעגל העMאם נקודה  2,3)A אז היא , B(6,5)- ו−

 הנמצאת Mכל נקודה : פך הוא נכוןגם הה. צאת במרחקים שווים מנקודות אלונמ

הרדיוס של .  היא מרכז המעגל העובר דרך נקודות אלוB- וAבמרחקים שווים מהנקודות 

  .A- וMהמעגל האחרון שווה למרחק בין נקודות 

  מכאן 

          המקום הגיאומטרי השני הוא המקום הגיאומטרי של כל הנקודות הנמצאות

  . ABת הקטע  שווים מקצו במרחקים       

האנך האמצעי לקטע הוא המקום הגיאומטרי של כל : לפיושקיים משפט גיאומטרי    

   לכן. ות הקטע הנמצאות במרחקים שווים מקצ במישורקודותהנ

  .AB המקום הגיאומטרי השני הוא האנך האמצעי לקטע                        

 וננסה למצוא את ,ℓ′- ישר זה בנסמן.  הגיאומטרי השני הוא ישרם המקוםתברר שגמ

  .משוואתו

  ?כיצד מוצאים את המשוואה של ישר מסוים: נשאל את עצמנו   

  של הישרmמוצאים את  השיפוע  : בדרך הבאהבעיות מסוג זה פותרים לעתים קרובות    

לאחר מכן מציבים את ; ות עליונמצא של אחת הנקודות ה1y- ו1xואת השיעורים 
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עובר דרך  ואשר mהמספרים שנמצאו בנוסחה הבאה למשוואה של ישר עם שיפועו 

1הנקודה  1( , )x y:  

                                                       1 1( )y y m x x− = −  

ות נמצא ואת השיעורים של אחת הנקודות הℓ′במטרה למצוא את השיפוע של הישר    

  ?AB האנך האמצעי לקטע ומה: עליו נשאל את עצמנו

  .AB והעובר דרך אמצע הקטע AB הוא הישר המאונך לישר ABעי לקטע האנך האמצ   

 לפי הנוסחאות Nא את השיעורים של הנקודה מצנ. N- בABנסמן את אמצע הקטע 

  :הבאות

)10(                                                      
2

A B
N

x x
x

+
=,  

)11(                                                     
2

A B
N

y y
y

+
=  

  פי הנתון                                ל

)12(                                                        ( 2,3)A −,  

)13(                                                         (6,5)B  

  :נקבלו, )13(- ו)12(פי שורות ל )11(- ו)10(נציב בנוסחאות 

                                                       
2 6

2
2

N
x

− +
= =  

                                                         
3 5

4
2

N
y

+
= =  

  בלנו כייק

)14(                                                        (2,4)N.  

ננסה למצוא את השיפוע . ℓ′על הישר  השיעורים של אחת הנקודות הנמצאות ברשותנו

'mך על כך ש בהסתמ, של הישר-  

)15(                                                       
AB

′ ⊥ℓ ℓ  
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   נובע כי)15(מטענה 

)16(                                                       
1

AB

m
m

′ = −  

 אם נצליח לחשב את השיפוע 
AB

m של הישר AB, נוכל לחשב בעזרת שוויון זה את 

  . ℓ′ של הישר m'השיפוע 

  ?AB לומר על הישר מה אפשר   

) עובר דרך הנקודות הישר    2,3)A  ABנוכל לחשב את השיפוע של הישר . B(6,5)- ו−

  לפי הנוסחה

                                                          B A
AB

B A

y y
m

x x

−
=

−
  

  :נקבלו, B- וA של הנקודות נציב בנוסחה זו את השיעורים

)17(                                                 
5 3 1

6 2 4
AB

m
−

= =
+

.   

  : ונקבל,)17(שורה  לפי )16(נציב בשוויון 

)18(                                                        4m′ = −      

   לפי הנוסחהℓ′נמצא את המשוואה של הישר 

                                                   ( )
N N

y y m x x′− = −       

  :ℓ′נקבל את המשוואה הבאה של הישר , )18(- ו)14(שורות כאשר נציב בנוסחה זו לפי 

                                                    4 4 ( 2)y x− = − ⋅ −    

  מכאן

                                                      : 4 12y x′ = − +ℓ  
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משוואתו את המעגל שוואות של שני ישרים העוברים דרך מרכז ברשותנו משכעת 

  מערכת הבאה המורכבת ממשוואות אלונפתור את האם . התבקשנו למצוא בתחילת הפרק

                                                        
4 4

4 12

y x

y x

= +


= − +
  

  מרכז המעגל המדובר הוא לכן . (1,8) הוא נהפתרונקבל כי 

)19(                                                          (1,8)M.  

  ?מה זה רדיוס של מעגל: נשאל את עצמנו. את רדיוס המעגלחשב כעת נ   

רדיוס של מעגל הוא אורך הקטע המחבר את מרכז המעגל עם נקודה שרירותית על מעגל 

  1.זה

  :A- וM של המעגל המדובר הוא אורך הקטע המחבר את הנקודות Rמכאן הרדיוס 

)20(                                                        R AM=  

  : הבאה נוכל לחשב בעזרת הנוסחהAMאת אורך הקטע 

                                           2 2( ) ( )A M A MAM x x y y= − + −  

  :נקבלו, M- וA את השיעורים של הנקודות זונציב בנוסחה 

2' יח34                               )21( 2( 2 1) (3 8)AM = − − + − =  

   נובע כי)21(- ו)20(משורות 

R'  יח34                                                     )22( =  

   נקבל כי משוואת המעגל המדובר היא)22(- ו)19(שורות  לפי )4(כאשר נציב בנוסחה 

                                                 2 2( 1) ( 8) 34x y− + − =  

                                                
לפעמים יש כמה . הקטע המחבר את מרכז המעגל עם נקודה שרירותית על מעגל זה נקרא רדיוס המעגלגם  1

  . צריך לדעת לבחור בתשובה המתאימה. תשובות שונות לאותה שאלה
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לאחר שקיבלנו את : ת אחר)22(שוויון  יכולנו לקבל את ני לבעיה הנתונהבפתרון הש. הערה

 ולקבל את הנוסחה הבאה )4( יכולנו להציב אותם בנוסחה Mנקודה השיעורים של 

  :ואת המעגל הנדרשתולמש

)23(                                              2 2 2( 1) ( 8)x y R− + − =  

)המעגל המדובר עובר דרך הנקודה  2,3)A לכן השיעורים של נקודה זו מקיימים את . −

  : כלומר מתקיים. המשוואה האחרונה

                                                  2 2 2( 2 1) (3 8) R− − + − =  

  מכאן

                                                      2 34R =.  
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  לגעת במעגל  .15

  
  
  

אפשר להבחין שבצעירותו איש זה היה בחור נאה שמשך את , אף על פי שהוא כבר סב,    גם היום

קבעו השניים לנסוע לחוף אגם , זמן מה לאחר שפגש את אשתו לעתיד. תשומת לבן של בחורות רבות

  . לשחות ולהשתזף

הוא לא היה מרוצה ממה . צמו במראהחזר האיש הצעיר לביתו והביט בע, לאחר שקבעו את הפגישה

בחירת לבו היתה יפהפיה מהממת מאותו סוג של נשים צעירות שאי אפשר לחשוד בהן שהן . שראה

. הוא פחד שבבגד ים ייראה לידה כמו דחליל. והיא התהדרה בפרופורציות עוצרות נשימה, אנורקטיות

יק לעשות זאת עד המפגש הקרוב עם ועליו להספ, האיש הצעיר החליט שעליו לנפח שרירים בדחיפות

הוא התמיד והרים , מפני שעבר זמן רב מאז עשה פעילות ספורטיבית, אף על פי שגופו כאב. בחירת לבו

שום שינוי ? ומה הייתה התוצאה. משקולות כבדות במשך שעות ארוכות בכל יום שנותר עד הפגישה

לא : הוא למד לקח. ום את אותם ימיםואשר מזכירים לו גם הי, מהותי מלבד כאבי הגב אשר קיבל

-גם יכולת גבוהה של חשיבה מתמטית לא מפתחים במשך שבוע. מפתחים שרירים בתוך כמה ימים

וכשמבקשים את , יומית-היא דורשת תשומת לב יום, ומתמטיקה היא כמו אישה קנאית; שבועיים

  .מענישה המתמטיקה את כל אלו שזלזלו בה, ברכתה

  
  
  
  
  
  

ABC) ABשולש שווה שוקיים נתון מ. בעיה AC= .(המשולש הוא אחד מקודקודי 

 היא ABCמשוואת המעגל החסום במשולש . A(7,14)הנקודה 

2 2( 2) ( 4) 25x y− + −   .BCמצאו את משוואת הישר . =

  
  .דרך החשיבה ופתרון

  ?מה צריך למצוא   

  .BCצריך למצוא את משוואת  הישר    

  ?כיצד מוצאים את המשוואה של ישר מסוים   
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 של הישר m השיפוע מוצאים את:  בדרך הבאהים קרובותתבעיות מסוג זה פותרים לע   

לאחר מכן מציבים את ; ות עליומהנקודות הנמצא של אחת 1y- ו1xת השיעורים וא

עובר דרך  ואשר mהמספרים שנמצאו בנוסחה הבאה למשוואה של ישר עם שיפועו 

1הנקודה  1( , )x y:  

                                                       1 1( )y y m x x− = −  

  ?מה נתון

  נתון כי

)1(                                                           AB AC=.  

  גם נתון כי 

                                                                 (7,14)A  

  :המשוואה היא. ABCונתונה משוואת המעגל החסום במשולש 

                                                  2 2( 2) ( 4) 25x y− + − =.  

  מסיקים כיעל סמך משוואה זו 

,2)  נמצא בנקודהABC מרכז המעגל החסום במשולש                   4)M   

  :' יח5  של מעגל זה הואRורדיוס 

R' יח5                                                               =    

  ? נוכל לנסות למצואBC איזו נקודה על הישר ה שלשיעוריאת    

  ?BC לומר על הישר מה אפשר: מנול שאלה זו נשאל את עצבמטרה לנסות לענות ע   

  , ראשית   

  .ABC ש" על ישר זה הוא בסיס במש הנמצאBCהקטע                         

  ,שנית   

  .ל הנתוןג משיק למעBCהישר                                          

  ? משיק למעגל הנתוןBCבאיזו נקודה הישר 
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זכרת נקודת באיזה משפט גיאומטרי מו:  את עצמנובמטרה לענות על שאלה זו נשאל   

  ? בין ישר למעגלההשקה 

דת הזווית בין משיק למעגל לרדיוס הנפגשים בנקו:  לפיושמשפט בהיא מוזכרת    

 קצהו שעל מאונך לרדיוס ועובר דרךהישר :  משפט הפוךקיים גם (90°ההשקה היא בת 

 למעגל BC את נקודת ההשקה בין ישר N- לכן אם נסמן ב.)הוא משיק למעגל, המעגל

  נוכל לומר כי ,הנתון

)2(                                                         MN BC⊥  

 הזוויות מרכז המעגל החסום במשולש הוא נקודת המפגש של חוצי: לפיושמשפט ב ניעזר

   לכן  .של המשולש

  .BAC   היא חצה הזוויתAMהקרן                                )3(

   נובע כי)3(מכאן ומטענה ). )1(טענה ראו  (ABCש " היא זווית הראש במשBAC יתהזוו

)4(                                                         AM BC⊥.  

  ).גובה לבסיסהחוצה זווית הראש מתלכד עם , וה שוקייםבמשולש שו: לפי המשפט(

 )4(- ו)2( לכן מטענות . זהאנך אחד ויחיד לישר להוריד הנמצאת מחוץ לישר אפשרמנקודה 

  נובע כי

  .MN מתלכד עם הישר AMהישר                                           

   מכאן נובע כי

  .N בנקודה BC חותך את הישר AM                        הישר      )5(

  לפי הסימון שנעשה לעיל   

  . למעגל הנתוןBC היא נקודת ההשקה בין הישר Nהנקודה                  )6(

   נובע כי)6(- ו)5(מטענות 

  . למעגל הנתוןAMבין הישר  היא נקודת החיתוך Nהנקודה                       

 הוא פתרון של המערכת המורכבת ממשוואת הישר Nהסדור של שיעורי הנקודה לכן הזוג 

AM וממשוואת המעגל החסום במשולש ABC.  
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   לקבל כיםעליכ. AMהישר ת משוואמצאו בעצמכם בתור תרגיל את 

)7(                                                         : 2AM y x=ℓ  

  לאחר מכן פתרו את המערכת 

)8(                                       
2 2

( 2) ( 4) 25

2

x y

y x

 − + − =


=
                                    

2)אחד הפתרונות הוא . למערכת זו שני פתרונות 5,4 2 5)− הפתרון השני הוא . −

(2 5, 4 2 5)+   ? Nאיזה מפתרונות אלו הוא הזוג הסדור של שיעורי הנקודה . +

 לבין BCר בנקודת ההשקה בין היש:  בשתי נקודותAM חותך את הישר Mהמעגל    

הנקודה . ABCמשולש הנמצאת בתוך  ובנקודה ,)N-היא מסומנת ב (Mהמעגל 

 אך לא מתלכדת, ANכלומר היא נמצאת על הקטע , AN בתוך הקטעהאחרונה נמצאת 

  .עם אף אחד מקצותיו

A ,(2(7,14)הנקודות  5,4 2 5)− 2) - ו− 5, 4 2 5)+ .  AM נמצאות על הישר +

  יםשוויונ-איהמכאן ומ

                                                     2 5 2 5 7− < + <   

N  

B  

2  1 7  8  6  

(2, 4)M 

y 

x  -1  3  4  5  

A  

-1  
-2  
-3  
-4  

-2  -3  -4  -5  -5  -6  -7  -8  

1  
2  
3  
4  
5  
6  
7  
8  
9  

10  
11  
12  
13  
14  
15  

C  
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2)נובע כי הנקודה  5, 4 2 5)+  A(7,14)הקטע המחבר את הנקודה בתוך  נמצאת +

2)עם הנקודה   5,4 2 5)− − .  

  נאמר לעיל נובע כיהמ   

)9(                                                 (2 5, 4 2 5)N − −   

   מקבלים כי)7(- ו)4(טענות על סמך 

)10(                                              
1 1

2
BC

AB

m
m

= − = −   

  :BCר  מקבלים את המשוואה הבאה של היש)10(- ו)9(בהסתמך על שורות 

                                        
1

4 2 5 ( 2 5)
2

y x− + = − − +    

  המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה                                                     

                                               0.5 5 2.5 5y x= − + −  

  .BCהמשוואה האחרונה היא משוואה מפורשת של הישר 
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  הם יצאו מאותו מקום  .16

  
  "?איתי, תעודה שלךהאיך ":    בתחילת החופש הגדול שאלה אשתי את אחיינה

  ".'עצה הפדגוגית החליטה שאני עולה לכיתה דוהמ, דה שלי מעולהותעה " 

  "'? גתהלכי, ולאיזו כיתה היית צריך לעלות   "

לכן תעודה שלי . 'ני עולה לכיתה דעצה הפדגוגית החליטה שאווהמ' למדתי השנה בכיתה ג, לא   "

  ".מעולה

  
  
  
  
  
 ABCשוקיים ה במשולש שווה BCבפרק הקודם מצאנו את משוואת הבסיס    

)AB AC=.(  ברשותנו היו שיעורי נקודהAבפרק . חסום במשולש זה ומשוואת המעגל ה

למעשה אנו . ABC באותו משולש BC- וABמצא את המשוואות של השוקיים הנוכחי נ

  :באהה נפתור את הבעיה .לא זקוקים לכל הנתונים שקיבלנו בבעיה הקודמת

  

2נתון מעגל . בעיה 2( 2) ( 4) 25x y− + − מצאו את משוואות המשיקים למעגל זה . =

  .A(7,14)העוברים דרך נקודה 

  
  .נפתור את הבעיה בשלוש דרכים שונות   
  

  .'ופתרון אדרך החשיבה 

  ?מה צריך למצוא   

  צריך למצוא את משוואות המשיקים למעגל   

)1(                                              2 2( 2) ( 4) 25x y− + − =   

  .A(7,14)העוברים דרך הנקודה 

כיצד מוצאים את : צמנולכן נשאל את ע. ואות של ישרים מסוימיםועלינו למצוא מש   

  ?המשוואה של ישר מסוים
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 את השיעורים של שתי נקודות  קודם כליםאבמקרים רבים כדי למצוא משוואת ישר מוצ   

  .ת על הישרהנמצאו

1ומה עושים לאחר שמקבלים כי הישר עובר דרך נקודות     1( , )x y2- ו 2( , )x y?  

1 אם    2x x=,מסיקים כי משוואת הישר היא   

                                                                  1x x=.  

1 אם    2y y=,מסיקים כי משוואת הישר היא   

                                                                  1y y=.  

1אם     2x x≠ 1 וגםy y≠ , ישר העובר דרך שתי נקודותנעזרים בנוסחה הבאה למשוואת :  

)2(                                                    1 1

2 1 2 1

x x y y

x x y y

− −
=

− −
  

  לפי הנוסחהישר ע הואו מוצאים את שיפ

 )3(                                                        2 1

2 1

y y
m

x x

−
=

−
   

1נקודה  העובר דרך mישר ששיפועו ונעזרים בנוסחה הבאה למשוואת  1( , )x y :  

)4(                                                    1 1( )y y m x x− = −  

1 אם במצב של    2y y=  1בכך שמשוואת הישר היא היה לכם קושי להבחיןy y=  יש

0mכי ולקבל  )3(נוסחה באפשרותכם להיעזר ב   .)4( ולאחר מכן להיעזר בנוסחה ,=

  :)4(נציין כי המשוואה הבאה שקולה למשוואה    

                                                       2 2( )y y m x x− = −  

אם . A(7,14) עוברים דרך הנקודה משוואותיהם את פי הנתון הישרים שעלינו למצואל   

, הנמצאת עליועבור כל אחד מישרים אלו את השיעורים של עוד נקודה אחת נצליח למצוא 

  .לעילנוכל למצוא את המשוואות המבוקשות בדרכים המתוארות 
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קיימת על , חרותנקודות אמייחד אותה מכלומר נקודה שיש משהו , איזו נקודה מיוחדת   

  ? משיק למעגל

  .נקודת ההשקהזוהי    

  ?זכרים משיק למעגל ונקודת השקהבאיזה משפט גיאומטרי נ

 הנפגשים בנקודת ההשקה היא בת משיק למעגל לרדיוסהזווית בין  :שלפיוקיים משפט    

הוא , דרך קצהו שעל המעגלמאונך לרדיוס ועובר הישר : לפיוו, ישנו גם משפט הפוך .90°

  :מסיקים כי אלהעל סמך שני משפטים  .משיק למעגל

  
  
  
  

       
  
  
  

קודה נא  ורק אם הי אך(5) מקיימת את שני התנאים הנזכרים בטענה Bנקודה    

ם בזווית ישרה את מקום הגיאומטרי של כל הנקודות שמהן רואיול הנתון משותפת למעגל

  . הנתון עם מרכז המעגל Aנקודה הקטע המחבר את 

  ? מה הם השיעורים של מרכז המעגל הנתון

,2) של מעגל זה נמצא בנקודה ומרכז      .M- את נקודה זו בנסמן. (4

מהו המקום הגיאומטרי של כל הנקודות שמהן רואים את הקטע : נשאל את עצמנוכעת    

AMבזווית ישרה ?  

שהקטע ) M- וAנקודות להוציא (י זה הוא המעגל  מקום גיאומטר,12ק נו בפריהראשכפי 

ABמרכז המעגל האחרון הוא אמצע הקטע .  הוא קוטרוAM . רדיוס של מעגל זה שווה

 משוואת ור תרגיל אתמצאו בעצמכם בת. Mנקודה  לבין AMלמרחק בין אמצע הקטע 

  : לקבל את המשוואה הבאהעליכם. המעגל האחרון

                                               2 2( 4.5) ( 9) 31.25x y− + − =  

  : עלינו לפתור את מערכת המשוואות הבאהכעת   

הוא משיק למעגל ,  אשר נמצאת מחוץ למעגלA  נקודה עובר דרךℓאם ישר 

 המקיימת את שני התנאים ,Bנקודה עובר דרך גם  ורק אם ישר זה הנתון אך

 רואים את Bמנקודה ) ב  ;ת על המעגל הנתון נמצאBנקודה) א: הבאים

 . עם מרכז המעגל הנתון בזווית ישרהAנקודה הקטע המחבר את 

(5) 
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2 2

2 2

( 2) ( 4) 25

( 4.5) ( 9) 31.25

x y

x y

 − + − =


− + − =
  

  :ת זו שקולה למערכת המשוואות הבאהכת משוואומער

)6(                   
2 2

2 2 2 2

( 2) ( 4) 25

( 4.5) ( 9) ( 2) ( 4) 31.25 25

x y

x y x y

 − + − =


− + − − − − − = −
  

  :אה הבאהואות האחרונה שקולה למשווהמשוואה השנייה במערכת המשו

                                                            2 15x y= − +  

  : שקולה למערכת הבאה)6(לכן מערכת 

)7(                                            
2 2

( 2) ( 4) 25

2 15

x y

x y

 − + − =


= − +
  

  :ונקבל את המשוואה הבאה, פי המשוואה השנייה במשוואה הראשונה של מערכת זו לנציב

                                                2 2(13 2 ) ( 4) 25y y− + − =   

  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה

                                                         2 12 32 0y y− + =     

  : משוואה זו הם פתרונות 

)8(                                                       2 8y =,   1 4y =                                               

  :נקבלו, )8(שורה לפי  )7(נציב במשוואה השנייה של מערכת 

                                                          2 1x = −,   1 7x =                                                            

קיבלנו כי המעגל הנתון והמקום הגיאומטרי של כל הנקודות שמהן רואים את הקטע    

AM7)1ת ו בזווית ישרה נחתכים בנקוד, 4)B2- ו ( 1,8)B −.  
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  .2AB- ו1AB הם הישרים Aנקודה משיקים למעגל הנתון העוברים דרך ה    

 1ABלכן משוואת הישר . 7-ל:  שווים לאותו מספר1B- וA של הנקודות x-שיעורי ה    

  :היא

                                                                  7x =.  

נציב .   מוגדר2ABלכן שיפוע הישר .  שונים זה מזה2B- וA של הנקודות x-שיעורי ה   

  :יםלפי השוויונ  2B-וAשיעורים של הנקודות האת  )3(בנוסחה 

)9(                                     1 1 2 27, 14, 1, 8x y x y= = = − =  

  : נקבל

                                                          
8 14 3

1 7 4
m

−
= =
− −

        

2B  

2  1 7  8  6  

(2, 4)M 

y 

x  -1  3  4  5  

(7,14)A  

-1  
-2  
-3  
-4  

-2  -3  -4  -5  -5  -6  -7  -8  

1  
2  
3  
4  
5  
6  
7  
8  
9  

10  
11  
12  
13  
14  
15  

1B  

2 2( 4.5) ( 9) 31.25x y− + − =
 

2 2
( 2) ( 4) 25x y− + − =
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 את  )4(נציב בנוסחה    
3

4
m נקבל את המשוואה הבאה של . Aנקודה ואת שיעורי  =

  :2ABהישר

                                                        
3

14 ( 7)
4

y x− = −                                                 

  :למשוואה הבאההמשוואה האחרונה שקולה 

)10(                                                      
3 3

8
4 4

y x= +  

נציב בנוסחה זו . )2(ניעזר בנוסחה :  בדרך אחרת2ABעכשיו נקבל את משוואת הישר    

  :נקבלו, )9(שורה לפי 

                                                          
7 14

1 7 8 14

x y− −
=

− − −
  

  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה

                                                         
7 14

8 6

x y− −
=

− −
  

  .)10(משוואה זו שקולה למשוואה 

7x :תשובה = ,
3 3

8
4 4

y x= +.  

  

  .'ב דרך החשיבה ופתרון

  ?מה צריך למצוא   

  צריך למצוא את משוואות המשיקים למעגל   

)11(                                          2 2( 2) ( 4) 25x y− + − =   

  .A(7,14)נקודה העוברים דרך ה

1בר דרך הנקודה  העוmניעזר בנוסחה הבאה למשוואת הישר ששיפועו     1( , )x y :  



 שיטות חשיבה בגיאומטריה אנליטית 

  
    אין לצלם ולהעתיק ספר זה–כל הזכויות שמורות למיכאל בלאוסוב    © 

163

                                                      1 1( )y y m x x− = −  

 ולא מאונך A(7,14)בהסתמך על נוסחה זו מסיקים כי כל ישר אשר עובר דרך הנקודה 

  : מן הצורהיוצג על ידי משוואה מx-לציר ה

                                                      14 ( 7)y m x− = −             

  :משוואה זו שקולה למשוואה הבאה

)12(                                               7 14y mx m= − +  

  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה

)13(                                           7 14 0mx y m− + + − =  

  . )13( את הישר המיוצג על ידי משוואה mℓ-נסמן ב

 של כל משפחה היא )13(וואה מן הצורה  הישרים המיוצגים על ידי משמשפחתנציין כי    

  . x-מאונכים לציר הואינם  A(7,14)הישרים העוברים דרך 

7xאת הישר  ישרים זו לא כוללת משפחתכי גם נציין      אשר גם עובר דרך הנקודה ,=

(7,14)Aכיוון שהישר האחרון מאונך לציר ה -xושיפועו לא מוגדר .  

משוואותיהם עלינו למצוא עוברים דרך הנקודה את  רק בכך שהישרים שעד כה נעזרנו   

(7,14)A. נעזרנו במה מהנתון טרם ?  

2 בכך שהישרים המדוברים הם משיקים למעגל נעזרנולא     2( 2) ( 4) 25x y− + − =.  

אילו משפטים גיאומטריים ? איזה משפט גיאומטרי יכול לעזור לנו לפתור את הבעיה    

  ?אודות משיקים קיים

:  לפיוש הבעיה להיזכר במשפט המטרה של השאלה האחרונה היא לאלץ את פותר   

    .90° לרדיוס הנפגשים בנקודת ההשקה היא בת  למעגלהזווית בין משיק

לאורך האנך המורד לישר מהנקודה הנמצאת מחוץ לישר קוראים מרחק בין ישר הנקודה    

  לכן על סמך המשפט אשר הזכרנו ניתן להסיק כי  .לבין הישר

  . מרחק בין מרכז המעגל למשיק למעגל שווה לרדיוס המעגל                      )14(
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האם כל ישר אשר נמצא במרחק שווה לרדיוס ? האם מתקיימת גם הטענה ההפוכה לזו   

  ?משיק למעגל, המעגל ממרכז המעגל

  ,כן   

  .משיק למעגל,  לרדיוס המעגל ממרכז המעגלכל ישר אשר נמצא במרחק שווה   )15(

אז אורך האנך , R שרדיוסו M ממרכז המעגל R נמצא במרחק ℓאם ישר , באמת   

ל אשר נמצא על הישר "לפי כך הקצה של האנך הנ; R- שווה לℓר  לישMהמורד מנקודה 

ℓ , הרי המעגל שמרכזו (נמצא גם על המעגל המדוברM רדיוסו Rהוא אוסף של כל  

 מתקיימת )15(מכאן נובע כי טענה ; )M מהנקודה Rהנקודות במישור הנמצאות במרחק 

  ).הוא משיק למעגל, צהו שעל המעגלמאונך לרדיוס ועובר דרך קהישר : לפי המשפט הבא(

ו למצוא את מרכז המעגל הנתון  לפתרון הבעיה עלינ)15(- ו)14( שנוכל להיעזר בטענות כדי   

  . בבעיה ואת רדיוסו

,2) מסיקים כי מרכז המעגל הנתון נמצא בנקודה )1(על סמך משוואה  4)M ורדיוסו שווה 

  :' יח5-ל

R' יח5                                                                =  

נסה להבחין במשוואה של הישר הנמצא  נ)13( הישרים המיוצגת על ידי משוואה במשפחת

,2)נקודה מ'  יח5במרחק 4)M .  

   מגיעים למסקנה כי)15(- ו)14(על סמך טענות 

      

  

  ?מרחק בין נקודה לישרמציאת מהי הנוסחה ל: נשאל את עצמנו   

0 בין נקודה dמרחק את ה    0( , )x yכללית המשוואה המיוצג על ידי ה , לישר

0ax by c+ +   :לפי הנוסחה הבאה  לחשבאפשר, =

)17(                                                  0 0

2 2

| |ax by c
d

a b

+ +
=

+
  

'  יח5 ורק אם הוא נמצא במרחק ךישר משיק למעגל הנתון בבעיה א

,2) נקודהמ 4)M.  
)16( 
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)ם כי עבור המרחק על סמך נוסחה זו מסיקי , )md M ℓ 2)נקודה  בין, 4)M לבין הישר 

mℓ מתקיים)13( המיוצג על ידי משוואה :  

)18(                           
2 2 2

| 2 4 7 14 | 5 | 2 |
( , )

1 1
m

m m m
d M

m m

− + + − −
= =

+ +
ℓ                                                                                        

אם   ורק  משיק למעגל הנתון בבעיה אךmℓ מסיקים כי הישר )18(שורה  ו)16(על סמך טענה 

  :מתקיים

                                                           
2

5 | 2 |
5

1

m

m

−
=

+
  

  :       ונפתור משוואה זוmנתייחס לשוויון זה כאל משוואה עם הנעלם 

  2 2 2 2

2

5 | 2 | 3
5 | 2 | 1 ( ) 4 4 1

41

m
m m m m m m

m

−
= ⇔ − = + ⇔ − + = + ⇔ =

+
                                      

נציב את     
3

4
m  של הישר המשיק למעגל ה ונקבל את המשוואה הבא,)12(במשוואה   =

  :A(7,14)הנתון ועובר דרך הנקודה

                                                             
3 3

8
4 4

y x= +                                                    

 בלנו רקי קאך,  אפשר להעביר שני משיקים למעגלנמצאת מחוץ למעגלהדרך נקודה     

 למעגל ים ומשיקA(7,14) דרך הנקודה יםעוברה יםישרמשני האחד  של -אחת משוואה 

  .הנתון

  ?מדוע לא קיבלנו את המשוואה של המשיק השני

חיפשנו את משוואות המשיקים אך ; A  כי לא התבוננו בכל הישרים העוברים דרך נקודה 

 כוללת )13(משפחת הישרים המיוצגת על ידי משוואה ; )13(ורק בין משוואות מן הצורה 

 משפחת ישרים זו; A אשר עוברים דרך נקודה x-את כל הישרים שאינם מאונכים לציר ה

נראה כי הישר האחרון . x-לציר ה ומאונך Aאינה כוללת את הישר העובר דרך נקודה 

  .משיק למעגל הנתון
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  ?x- לציר הךמאונו A(7,14)עובר דרך נקודה הישר ה    מהי המשוואה של

   זה היאישר   המשוואה של 

                                                                  7x =.  

,2) לבין הנקודה האחרוןישר המהו המרחק בין     4)M?  

1 בין נקודה dכיצד מחשבים מרחק : את עצמנו לענות על שאלה זו נשאל כדי    1( , )x y 

0xלישר  x=?  

   לחישוב מרחק זה היא להיעזר בנוסחההדרך הפשוטה ביותר   

                                                             1 0| |d x x= −  

,2)לפי נוסחה זו המרחק בין הנקודה  4)M 7 לישרx    הוא=

|'  יח5                                                         2 7 |d = − =  

  קיבלנו כי    

,2)בין הנקודה  המרחק            4)M 7 לישרx   .  שווה לרדיוס המעגל הנתון=

7xלכן הישר    . משיק למעגל זה=

7x: תשובה = ,
3 3

8
4 4

y x= +.  

  
  .' גדרך החשיבה ופתרון

 העובר דרך m נקבל כי משוואת הישר ששיפועו ,ה בשיטה הקודמת הבעיבפתרון כמו   

   היא A(7,14)הנקודה 

)19(                                                  7 14y mx m= − +  

  ? משיק למעגלמהו: לאחר מכן נשאל את עצמנו

  .משיק למעגל הוא ישר שיש לו נקודה אחת משותפת עם המעגל   

  משיק למעגל )19(מכאן ישר 

)20(                                          2 2( 2) ( 4) 25x y− + − =   
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   ורק אם למערכת ךא

)21(                                        
2 2

( 2) ( 4) 25

7 14

x y

y mx m

 − + − =


= − +
  

  .)שני פתרונות שווים (יחידיש פתרון 

נקבל את המשוואה ו, פי המשוואה השנייה זו לנציב במשוואה הראשונה של מערכת   

  :                        הבאה

                                         2 2( 2) ( 7 10) 25x mx m− + − + =  

  :                                                                        משוואה זו שקולה למשוואה הבאה

)22(                  2 2 2 2( 1) (14 20 4) 49 140 79 0m x m m x m m+ − − + + − + =  

שני פתרונות , למשוואה ריבועית יכולים להיות שני פתרונות שונים. זו משוואה ריבועית

 או)  יחידרה זה אומרים לעתים קרובות שלמשוואה ריבועית יש פתרוןקבמ(שווים זה לזה 

  .  אף פתרוןשאין

 )22(אה אם למשוו;  יש פתרון יחיד)21( למערכת אז גם,  יש פתרון יחיד)22(אם למשוואה 

 אין )22(אה אם למשוו;  יש שני פתרונות שונים)21(אז גם למערכת , יש שני פתרונות שונים

  .    אין אף פתרון)21(אז גם למערכת , אף פתרון

 דיסקרימיננטההאם רק ו אך) שני פתרונות שווים זה לזה(יד פתרון יח יש )22(למשוואה    

  שלה

                         2 2 2 2(14 20 4) 4( 1)(49 140 79)m m m m m∆ = − + − + − +  

  .0-שווה ל

  רים דומים נקבל כיאיבלאחר פתיחת סוגריים וכינוס 

                                                          400 300m∆ = −  

  :נפתור את המשוואה

                                                          400 300 0m − =  

  :נקבל
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3

4
m =  

נציב את 
3

4
m  של הישר המשיק למעגל הנתון ה ונקבל את המשוואה הבא)12( במשוואה =

  :A(7,14)ועובר דרך הנקודה

                                                              
3 3

8
4 4

y x= +                                                    

7xשהישר עדיף להראות   להראות כי אפשר גם. בשיטה הקודמת משיק למעגל הנתון =

  למערכת

                                                 
2 2

( 2) ( 4) 25

7

x y

x

 − + − =


=
  

  . בעצמכם בתור תרגילעשו זאת. יש פתרון יחיד
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  אחדות היא כוח   .17

  

  

פיל ואמר הנגע ברגלו של ראשון החכם ה. שלושה חכמים עיוורים החליטו לחקור ולברר מה זה פיל   

החכם השלישי נגע , פיל דומה לקירה כי אמר של הפיל ווהחכם השני נגע בצד; עמודלפיל דומה הכי 

  .פיל הוא נחשההפיל ואמר כי של בזנבו 

  )משל הודי(       

  

  

   תלמידים אשר תוך כדי פתרון בעיה בגיאומטריה אנליטית מצליחים להרכיב מספר 

 –אך לא מתבוננים במערכת המורכבת ממשוואות אלו , אותו מספר נעלמיםמשוואות עם 

  .מזכירים לי את החכמים העיוורים מהמשל ההודי העתיק

  

2נתון מעגל . בעיה 2( 22) ( 50) 1480x y− + − =.  

  . נמצאת בתוך המעגל הנתוןE(10,15)הוכיחו כי נקודה   )א

מצאו את . AE מהקטע 3 גדול פי BEהקטע . E עובר דרך נקודה ABמיתר   )ב

 . ואת אורכוABות של המיתר ושיעורי הקצ

 

  .'סעיף אדרך החשיבה ופתרון 

  ?ריך להוכיחמה צ   

2 נמצאת בתוך המעגל E(10,15)צריך להוכיח כי נקודה     2( 22) ( 50) 1480x y− + − =.  

  ?מעגל או מחוץ למעגלעל , כיצד אפשר לקבוע אם נקודה נמצאת בתוך מעגל   

מרחק  ורק אם ה אךRסו  ורדיוMנקודה נקודה במישור נמצאת על מעגל שמרכזו ב   

 Mנקודה נקודה במישור נמצאת בתוך מעגל שמרכזו ב; R- שווה לMמנקודה שלה 

נקודה במישור נמצאת ; R - קטן מMמנקודה  המרחק שלה ורק אם  אךRורדיוסו 

גדול  Mמנקודה  המרחק שלה ורק אם  אךR ורדיוסו Mנקודה מחוץ למעגל שמרכזו ב

  .R -מ
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 לבין מרכז המעגל הנתון קטן מרדיוס Eמרחק בין נקודה הכעת מובן כי עלינו להוכיח כי   

  .המעגל

  ?רדיוסושל מהם השיעורים של מרכז המעגל הנתון ו   

  :' יח1480 - שווה לרדיוס המעגל. M(22,50)מרכז המעגל הנתון נמצא בנקודה    

R' יח1480                                                  )1(   =  

   לפי הנוסחהM- וEנקודות נמצא את המרחק בין    

                                      2 2( , ) ( ) ( )E M E Md M E x x y y= − + −                     

  :נקבל. M- וEנקודות ה זו את השיעורים של נציב בנוסח

                                   2 2( , ) (10 22) (15 50)d M E = − + −  

  עלינו להראות כי   

)2(                                                     ( , )d M E R<  

  כלומר עלינו להראות כי

                                     2 2(10 22) (15 50) 1480− + − <                    

  : ורק אם מתקייםשוויון האחרון מתקיים אך-האי

)3(                                       2 2(10 22) (15 50) 1480− + − <  

ואת המעגל יכולנו להציב במשו:  גם בדרך הבאהשוויון האחרון-אפשר לקבל את האי   

  . >  בסימן  =   ולהחליף את הסימןEנקודה הנתון את השיעורים של 

מכאן נובע . מתקייםויון זה שו-לכן אי. 1380- שווה ל)3(שוויון -האיהאגף השמאלי של    

  . נמצאת בתוך המעגל הנתוןEנקודה לכן .  מתקיים)2(שוויון -כי אי

  

  .'סעיף בל' דרך החשיבה ופתרון א

  ?מה צריך למצוא   

  .  במעגל הנתון ואת אורכו של מיתר זהABת של המיתר ושיעורי הקצוצריך למצוא את    

  ?AB   מה נאמר בבעיה על מיתר 
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  פי הנתון    ל

  .E(10,15)נקודה  עובר דרך ABהמיתר                                    )4(

   נתון כיכמו כן

)5(                                                        3BE AE=                       

  ?ד מוצאים את אורכו של מיתר במעגלכיצ   

:  מסוג זה בדרך הבאהבעיותאפשר לעתים קרובות לפתור בגיאומטריה אנליטית    

מרחק בין שתי חישוב  בנוסחה לן נעזריםולאחר מכ, ת המיתרוקצ שיעורימוצאים את 

   .נקודות

. B- וA הנקודות ראשית ננסה למצוא את שיעורי.  בדרך זוננסה לפתור את הבעיה     

  .ננסה להרכיב ארבע משוואות עם נעלמים אלו. זאת בעיה עם ארבעה נעלמים

  פי הנתון ל.  בבעיהוניםנתבונן שוב בנת   

2 הוא מיתר במעגל ABהקטע                    )6( 2( 22) ( 50) 1480x y− + − =.  

  ?מיתר במעגל מהו:  נשאל את עצמנו

 ורק  מתקיימת אך)6(לכן טענה . יתר במעגל הוא קטע ששני קצותיו נמצאים על המעגלמ   

  אם 

2 ות על המעגל נמצאB- וAהנקודות              2( 22) ( 50) 1480x y− + − =   .  

, קיימים את משוואת המעגל ורק אם שיעוריה מ נמצאת על המעגל הנתון אךAנקודה    

  : ורק אם מתקייםכלומר אך

                                          2 2
( 22) ( 50) 1480

A A
x y− + − =  

  : ורק אם מתקיים נמצאת על המעגל הנתון אךBנקודה גם 

                                         2 2
( 22) ( 50) 1480

B B
x y− + − =  

ת עם הנעלמים  הרכבנו שתי משוואו)6(בהסתמך על טענה    
A

x ,
A

y ,
B

xו -
B

y.  

  ?במה מהנתון בבעיה עוד לא השתמשנו   
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 :לפיוש להיזכר במשפט כדאי  אלוותטענכשמתבוננים ב. )5(- ו)4(לא השתמשנו בטענות    

)אם נקודה  , )P PP x y מחלקת את הקטע AB, המחבר את הנקודות ( , )A AA x yו -

( , )B BB x y ביחס :k l)  כלומר
AP k

PB l
  :אז מתקיים,  )=

)7(                                    A B

P

ly ky
y

k l

+
=

+
,   A B

P

lx kx
x

k l

+
=

+
  

  המשפט האחרון מקבלים כי ועל סמך )5(-ו )4(נות על סמך טע

)8(                               
3 1

3 1

A B
E

y y
y

⋅ + ⋅
=

+
 ,   

3 1

3 1

A B
E

x x
x

⋅ + ⋅
=

+
  

  :נקבלו, E(10,15)נקודה  את השיעורים של )8(ם הרשומים בשורה נציב בשוויוני

                                                            
3

10
4

A Bx x+
=  

                                                           
3

15
4

A By y+
=  

  המערכת כעת ברשותנו 

)9(                                   

2 2

2 2

( 22) ( 50) 1480

( 22) ( 50) 1480

3
10

4

3
15

4

A A

B B

A B

A B

x y

x y

x x

y y

 − + − =


− + − =
 + =

 +

=


                           

  .נפתור אותה בשתי דרכים שונות. של ארבע משוואות עם ארבעה נעלמים
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  .  ' דרך א.)9( מערכת פתרון

 נבודד את שיתרא   
B

xואת במשוואה השלישית  
B

yבמשוואה הרביעית של המערכת  .

  .נקבל את מערכת המשוואות הבאה

)10(                                  

2 2

2 2

( 22) ( 50) 1480

( 22) ( 50) 1480

40 3

60 3

A A

B B

B A

B A

x y

x y

x x

y y

 − + − =


− + − =


= −
 = −

  

  :נקבלו, פי המשוואות השלישית והרביעיתב במשוואה השנייה של מערכת זו לנצי

                                     

2 2

2 2

( 22) ( 50) 1480

(18 3 ) (10 3 ) 1480

40 3

60 3

A A

A A

B A

B A

x y

x y

x x

y y

 − + − =


− + − =


= −
 = −

  

. 9-אשונה המוכפלת במערכת האחרונה את המשוואה הרה של נחסר מהמשוואה השנייה

  :נקבל את מערכת המשוואות הבאה

)11(         

2 2

2 2 2 2

( 22) ( 50) 1480

(18 3 ) 9( 22) (10 3 ) 9( 50) 11840

40 3

60 3

A A

A A A A

B A

B A

x y

x x y y

x x

y y

 − + − =


− − − + − − − = −


= −
 = −

  

  :חרונה שקולה למשוואה הבאההמשוואה השנייה במערכת הא   

                                                    288 840 14592
A A

x y+ =  

 נבודד את
A

yבמשוואה האחרונה  :  

)12(                                                 
12 13

17
35 35

A A
y x= − +  

  : שקולה למערכת הבאה)9(קיבלנו כי מערכת משוואות 
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)13(                                 

2 2( 22) ( 50) 1480

12 13
17

35 35

40 3

60 3

A A

A A

B A

B A

x y

y x

x x

y y

 − + − =

 = − +

 = −


= −

  

כלומר לפי ( לפי המשוואה השנייה שלה )13(נציב במשוואה הראשונה של מערכת    

  :נקבל את המשוואה הבאהו, ))12(משוואה 

                                  2 212 22
( 22) ( 32 ) 1480

35 35
A A

x x− + − − =  

העברת כל האיברים לאגף השמאלי של המשוואה וכינוס איברים , יםסוגרילאחר פתיחת    

  : נקבל את המשוואה הבאה,דומים

                                        21369 26492 84064
0

1225 1225 1225
A A

x x− + =  

  :  ונקבל,1225-נכפיל את המשוואה האחרונה ב  

                                          21369 26492 84064 0
A A

x x− + =  

  :                                                                    נפתור את המשוואה האחרונה    

          
2

1,2

26492 (26492) 4 1369 84064 26492 15540
( )

2 1369 2 1369
A

x
± − ⋅ ⋅ ±

= =
⋅ ⋅

  

  מכאן 

                                                1 2

13
( ) 15 , ( ) 4

37
A A

x x= =                           

  קיבלנו כי 

                                          4
A

x     או      =
13

15
37

A
x =                 

4נציב את    
A

x   :נקבלו, )13( במשוואות השנייה והשלישית של מערכת =
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)14(                                                        16
A

y =,  

                                                              28
B

x =  

  : ונקבל,)14(פי שורה  ל)13(נציב במשוואה הרביעית של מערכת    

                                                              12
B

y =  

באופן דומה נקבל שאם    
13

15
37

A
x   אז, =

                                   
2 25

6 , 23
37 37

B B
x y= − =

4
12 ,

37
A

y =  

  קיבלנו כי 

)15(                              4, 16, 28, 12
A A B B

x y x y= = = =  

  או

)16(                  
13 4 2 25

15 , 12 , 6 , 23
37 37 37 37

A A B B
x y x y= = = − =  

  

  

  .  'דרך ב. )9(פתרון של מערכת 

   להוכיח כי לא מסובך   

  .x- אינו מאונך לציר הABהמיתר                                  )17(

  אז, x- מאונך לציר הABאם המיתר כיוון ש

)18(                                            10
A

x 10 וגם =
B

x =  

    מקיימים B- וA ושיעורי הנקודות ,)E(10,15)נקודה  עובר דרך ABמכיוון שהמיתר (

 ומהמשוואות )9(וואות המורכבת מהמשוואות הכלולות במערכת את מערכת המש

  . כי למערכת זו אין אף פתרון)  בעצמכםזאתעשו (לבדוק קל ; )18(הרשומות בשורה 
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  באופן דומה מקבלים כי 

  .y-ונך לציר ה אינו מאABהמיתר                                    )19(

   שקולה למערכת הבאה)9( כעת נשים לב שמערכת

)20(           

2 2

2 2 2 2

( 22) ( 50) 1480

[( 22) ( 22) ] [( 50) ( 50) ] 1480 1480

40 3

60 3

A A

B A B A

B A

B A

x y

x x y y

x x

y y

 − + − =


− − − + − − − = −


= −
 = −

  

 בידדנו את,  את המשוואה השנייה)9(חיסרנו מהמשוואה הראשונה של מערכת (
B

x 

ישית  ואת במשוואה השל
B

yבמשוואה הרביעית (.  

  :    המשוואה השנייה במערכת המשוואות האחרונה שקולה למשוואה הבאה   

                        ( )( 44) ( )( 100) 0
B A A B B A A B

x x x x y y y y− + − + − + − =   

) -נחלק את המשוואה האחרונה ב )
B A

x x−) נקבל). )17( טענה ורא:  

 )21(                         44 ( 100) 0B A
A B A B

B A

y y
x x y y

x x

−
+ − + ⋅ + − =

−
  

Bטוי  הבי A

B A

y y

x x

−
−

   במשוואה האחרונה שווה לשיפוע
AB

m של הישר AB . לכן נוכל לרשום

  : בצורה הבאה)21(משוואה את 

)22(                                  44 ( 100) 0
A B AB A B

x x m y y+ − + + − =                

, )10(פי המשוואה השלישית והמשוואה הרביעית במערכת משוואות  ל)22(נציב במשוואה 

  : נקבלו

                              40 3 44 ( 60 3 100) 0
A A AB A A

x x m y y+ − − + + − − =  

  :רונה שקולה למשוואה הבאההמשוואה האח

                                           2 4 ( 2 40) 0
A AB A

x m y− − + − − =  
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  : משוואה זו שקולה למשוואה הבאה

                                                2 ( 20) 0
A AB A

x m y+ + + =  

20נבודד במשוואה האחרונה את הביטוי    
A

y   :נקבל. +

                                                 
1

20 ( 2)
A A

AB

y x
m

+ = − +                             

0 נובע כי )19(מטענה (
AB

m ≠.(  

  .נתבונן במשוואה האחרונה וננסה להסיק מסקנות   

נוכל לומר , Aאם נתייחס למשוואה זו כאל שוויון שאותו מקיימים שיעורי הנקודה    

  ת על הישרשנקודה זו נמצא

)23(                                               
1

20 ( 2)
AB

y x
m

+ = − +  

  ? לומר על ישר זהומה אפשר

)  עובר דרך הנקודה)23( הישר                                   2, 20)N − −.  

 - שווה ל)23(השיפוע של הישר ,  יתרה מזאת
1

AB
m

   ולכן, −

                          .             AB מאונך לישר )23( ישר                                        )24(

  רק אםו ך מתקיימת א)24(לכן טענה . AB נמצאת בתוך הקטע Eנקודה    

                                                      90EAN = °∡        

   ורק אם ך מתקיימת א)24(טענה , במילים אחרות

  . בזווית ישרהEN רואים את הקטע Aמנקודה                       
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  ? בזווית ישרהENמהו המקום גיאומטרי של כל הנקודות שמהן רואים את הקטע    

  . הוא קוטרוENשהקטע ) N- וEלהוציא הנקודות (מקום גיאומטרי זה הוא המעגל    

  : לקבל את המשוואה הבאהעליכם. מצאו בעצמכם את המשוואה של המעגל האחרון

)25(                                        2 2( 4) ( 2.5) 342.25x y− + + =  

2נמצאת על המעגל הנתון  Aנקודה  2( 22) ( 50) 1480x y− + − . )25(על מעגל גם ו =

 עלינו Aנקודה כדי למצוא את השיעורים של .  שני המעגליםדת החיתוך של היא נקוכלומר

  :לפתור את מערכת המשוואות הבאה

                                         
2 2

2 2

( 22) ( 50) 1480

( 4) ( 2.5) 342.25

A A

A A

x y

x y

 − + − =


− + + =
  

   לקבל כיעליכם. זו בעצמכם בתור תרגילפתרו מערכת משוואות    

N 

E 
A 

B 
A 

B 

x 

y 

M 
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                          4, 16
A A

x y=         או         =
13 4

15 , 12
37 37

A A
x y= =  

4נציב את    
A

x 16 ואת  , במשוואה השלישית=
A

y  במשוואה הרביעית של מערכת =

  :נקבלו, )9(משוואות 

                                                       28, 12
B B

x y= =  

אם נציב באותן משוואות את 
13

15
37

A
x  ואת   =

4
12

37
A

y   : נקבל , =

                                               
2 25

6 , 23
37 37

B B
x y= − =                                                                                                        

  קיבלנו כי 

 )26(                              4, 16, 28, 12
A A B B

x y x y= = = =  

  או

)27(                         
13 4 2 25

15 , 12 , 6 , 23
37 37 37 37

A A B B
x y x y= = = − =  

  

  

  .'סעיף בל'  פתרון אסיום

 ABאורך הקטע ) )26(ובשורה  ()15( הרשומים בשורה B- וA הנקודות עבור שיעורי   

  הוא

2'  יח592                               2(28 4) (12 16)AB = − + − =  

 ABאורך הקטע ) )27(ובשורה  ()16( הרשומים בשורה B- וA הנקודות גם עבור שיעורי

  :' יח592 -שווה ל

2'  יח592                            22 13 25 4
( 6 15 ) (23 12 )

37 37 37 37
AB = − − + − =  

  ).'יח 24.331-כ('  יח592: 'תשובה לסעיף ב
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 שווה )26(ומים בשורה  רש המיתר ששיעורי קצותיושימו לב כי לא במקרה אורך. 1 הערה

 ביחס לישרסימטריים זה לזה שני המיתרים . )27(לאורך המיתר שקצותיו רשומים בשורה 

  .מרכז המעגל הנתוןדרך  וEהעובר דרך נקודה 

  

גיאומטריה אנליטית מאפשרת לפתור בעיות רבות של הנדסת המישור בעזרת . 2הערה 

 מראה שלפעמים )9(הדרך השנייה שבה פתרנו את מערכת משוואות . שימוש באלגברה

אפשר לפתור בעיות אלגבריות הן בעזרת גיאומטריה אנליטית והן בעזרת משפטים של 

 .הנדסת המישור

  

  

  .'סעיף בל' דרך החשיבה ופתרון ב

הצלעות ).  היא מרכז המעגל הנתוןM(22,50)נזכיר כי הנקודה  (MAB   נתבונן במשולש 

MAו -MBנובע כי מתקיים)1(מכאן ומשוויון .  של משולש זה הן רדיוסים במעגל הנתון :  

MA' יח1480                                               )28( MB= =  

 במשולש שווה AB לבסיס MH את אורך הגובה h- ובAEהקטע  את אורך x-נסמן ב

  :MABשוקיים 

)29(                                    AE x=,  

)30(                                   MH h=.  

  : נובע כי מתקיים)29(- ו)5(נים ומשווי

                                                           3EB x=  

  : נובע כי מתקיים)29(שוויון האחרון ומשוויון המ

)31(                                                          4AB x=   

  לכן. גובה לבסיס במשולש שווה שוקיים הוא גם תיכון

                                                            
1

2
AH AB=  

  משני השוויונים האחרונים נובע כי

A
 

B 

M 

H E x x 

h 
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)32(                                                            2AH x=  

  : מקבלים כי מתקיים)32(- ו)29(על סמך שוויונים 

)33(                                                    2EH x x x= − =  

  :נעשה זאת. ME לכן נוכל לחשב את אורך הקטע .E- וMהנקודות ברשותנו שיעורי 

2'  יח37         )34( 2 2 2( ) ( ) (22 10) (50 15)M E M EME x x y y= − + − = − + − =                                                  

   :לפי משפט פיתגורס מתקיים

)35(                                               2 2 2
MH EH ME+ =  

)36(                                               2 2 2
MH AH MA+ =  

  :נקבל. )34(- ו)33(, )30( לפי שורות )35(נציב בשוויון 

)37(                                                    2 2 1369h x+ =  

  :נקבל. )32(- ו)30(, )28(לפי שורות  )36(יב בשוויון נצ

)38(                                                  2 24 1480h x+ =  

  נתבונן במערכת

)39(                                                
2 2

2 2

1369

4 1480

h x

h x

 + =


+ =
  

  :מערכת משוואות זו שקולה למערכת הבאה. )38(- ו)37(משוואות מהמורכבת 

)40(                                                 
2 2

2

1369

3 111

h x

x

 + =


=
  

  : האחרונה הואהשנייה במערכתמשוואה ההפתרון החיובי של 

)41(                                                          37x =  

נקבל את המשוואה . )40( הראשונה של מערכת  אשר קיבלנו במשוואהx- הנציב את ערך

  :הבאה
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                                                          2 37 1369h + =  

  :משוואה האחרונה הוא ההפתרון החיובי של

)42(                                                       1332h =  

   נובע כי)41(- ו)31(משורות 

                                                         4 AB'   יח37 =  

  נציין כי

                                                4 37 16 37 592= ⋅ =.  

. B- וAהנקודות  שיעורי לפני שמצאנו את ABהצלחנו למצוא את אורך המיתר הפעם    

 )42(- ו)30(, )4(בהסתמך על שורות .  השיעורים של שתי נקודות אלוכעת עלינו למצוא את

נקודה ה הן נקודות החיתוך של הישר אשר עובר דרך B- וA כי הנקודות מסיקים

(10,15)E  (22,50)נקודה ה מ' יח1332ונמצא במרחק שלM .שני ישרים כאלוישנם  .

אפשר למצוא . ' יח1332 - ורדיוסו שווה לMלמעגל שמרכזו נמצא בנקודה הם משיקים 

נציין כי שני המשיקים למעגל האחרון . את משוואותיהם בדרכים המתוארות בפרק הקודם

מצאו בעצמכם בתור . E- וM לשני ביחס לישר העובר דרך הנקודות ימטריים אחדס

של כל אחד לאחר מכן מצאו את נקודות החיתוך . תרגיל את המשוואות של שני הישרים

וכלו להסיק נכון איזו חיתוך ת שעבור כל זוג של נקודות כדי. עם המעגל הנתוןמישרים אלו 

 E מנקודה את מרחקן עליכם לחשב ,B נקודה  ואיזו היאAנקודות היא נקודה המשתי 

  .)7(או להיעזר בנוסחאות הרשומות בשורה 

 בהסתמך על כך שנקודה זו היא נקודת  גם Aאפשר למצוא את השיעורים של נקודה   

- ורדיוסו שווה לE(10,15)החיתוך של המעגל הנתון עם המעגל שמרכזו נמצא בנקודה 

בעזרת  Bנקודה  לאחר מכן אפשר למצוא את שיעורי .))41(- ו)29(שורות ראו ('  יח37

 בדרך B- וAמצאו בעצמכם את השיעורים של הנקודות . )7(הנוסחאות הרשומות בשורה 

 )39(בעיה כזו במבחן תעדיפו להרכיב את מערכת ייתכן שאם תתבקשו לפתור . זו גם כן

 . בדרך האחרונהB- וAולפתור אותה ולאחר מכן למצוא את השיעורים של הנקודות 
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  פרבולהאת המעגל פגש הכש  .18

  

  

נו לנסוע למחרת לחיפה להביא אוכל אשתי ואני התכונ.    אחד מבניי הגיע לחופשה קצרה מהצבא

אך , הזמנו את הבן לנסוע אתנו. אשר היה באותה תקופה עתודאי בטכניון וגר במעונות, לאחיו התיאום

  .  הוא היה עייף ורצה לנוח

  .  שאל" ? בחיפהיש לראותמה "

  ." את אחיך"

  ."אני יכול להסתכל במראה, בשביל זה אני לא חייב לנסוע לחיפה"

  

  

  

אף שתיים  (O- וA ,B ,Cבנקודות  אשר נחתכים קנונית ומעגלנתונים פרבולה . בעיה

 היא ACBהזווית ; הציריםראשית  א היOהנקודה ; )זועם מהנקודות לא מתלכדות זו 

 x- עם ציר הABהמרחק בין מוקד הפרבולה לבין נקודת החיתוך של הישר ; זווית ישרה

  .' יח1.5-שווה ל

  .משוואת הפרבולהמצאו את ) א

  . A שיעורי נקודהמצאו את . מוקד הפרבולהמ ' יח2.5 נמצאת במרחק של Aנקודה ) ב

  .'סעיף אדרך החשיבה ופתרון 

   ?של הבעיה' ף אי בסעמה צריך למצוא   

  את המשוואה של פרבולה קנונית אם ידוע כי   צריך למצוא 

  ,O- וA ,B ,Cחותך את הפרבולה בנקודות   מסויםמעגל                     )1(

  , מערכת הציריםאשית היא רO הנקודה                                  )2(

)3(                                                      90ACB = °∡  

FD' יח1.5                     )4(    x- עם ציר הABיתוך של הישר  היא נקודת חDכאן   (=

  ).ולה הפרב היא מוקדFנקודה                               ו                      
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  צג על ידי המשוואהועלינו להיזכר כי פרבולה קנונית היא קו המיראשית    

)5(                                                 2 2y px=        ( 0)p >  

  

  

                 

  

  

  .pמכאן מסיקים כי עלינו למצוא את הפרמטר    

  ?כיצד נמצא אותו   

  . pננסה להרכיב משוואה עם הנעלם    

  ?כיצד בכלל מרכיבים משוואות?  להרכיב את משוואה זושראפוכיצד    

  . להביע גודל ידוע באמצעות הנעלםאחת הדרכים להרכבת משוואות היא   

, p באמצעות הפרמטר FD אם נצליח להביע את אורך הקטע ;)4(טענה הבה נשים לב ל   

  .p למצוא את הגודל של  נוכלשבעזרתההמשוואה  נקבל את )4( טענה עלאז בהסתמך 

  ?FDות הקטע  אפשר לומר על קצמה   

O  

A 

B  

C 

D  

F  

x  

y  
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 וידוע כי המוקד של פרבולה ,הוא מוקד הפרבולה הנתונה, Fנקודה , ת הקטעאחד מקצו   

)ודה קצא בנ נמ)5(שמשוואתה  ,0)
2

p
  ידוע כי, במילים אחרות. 

)6(                                                           ( ,0)
2

p
F  

  ?הקצה השני של הקטע המדוברעל  לומר אפשרומה    

לכן . x- עם ציר הABהוא נקודת החיתוך של הישר , Dנקודה , הקצה השני של הקטע   

  :מתקיים

)7(                                                             0Dy =  

 את השיעור p מסיקים שאם נצליח להביע באמצעות )7(- ו)6(בהסתמך על שורות    

  . FDרך הקטע  או אתנוכל להביע באמצעות פרמטר זה גם, Dנקודה הראשון של 

 עם AB היא נקודת החיתוך של הישר Dנקודה טענה שבה נאמר כי תוך הנשים לב שמ   

שגם נאמר   בכךנעזרנולא . x-יר הצת על  עד כה רק בכך שהנקודה נמצאנעזרנו x-ציר ה

   .שנאמר בטענה זומה ל הבה ננסה להיעזר בכ. ABת על הישר נמצאDנקודה ש

 של ישר זה ABmעבור השיפוע . AB ננסה להסיק כמה מסקנות לגבי הישר ראשית   

  :מתקיים

                                                            B A

AB

B A

y y
m

x x

−
=

−
  

  :ABשוויון האחרון בנוסחה הבאה למשוואת הישר הפי נציב ל

                                                     ( )A AB Ay y m x x− = −  

  :נקבל את הנוסחה הבאה למשוואה זו

 )8(                                           ( )B A

A A

B A

y y
y y x x

x x

−
− = ⋅ −

−
         

  :לכן מתקיים. AB מקיימים את המשוואה של הישר Dנקודה עורים של השי

)9(                                         ( )B A

D A D A

B A

y y
y y x x

x x

−
− = ⋅ −

−
  

  ).)8( במשוואה Dנקודה  של Dy- וDxהצבנו את השיעורים (
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  :נקבלו, )7(פי שוויון  ל)9( נציב בשוויון

                                              0 ( )B A

A D A

B A

y y
y x x

x x

−
− = ⋅ −

−
  

  : נקבלDxלאחר שבשוויון האחרון נבודד את 

)10(                                                    B A A B

D

B A

y x y x
x

y y

−
=

−
  

ננסה להסיק מסקנות גם . )3(- ו)2(, )1(בלי להיעזר בטענות קיבלנו את השוויון האחרון    

  .מטענות אלו

לכן שיעוריהן . ולה הנתונהות על הפרב נמצאB- וA נובע כי הנקודות )1(מטענה    

  :כלומר מתקיים, )5(את משוואתה מקיימים 

)11(                                                         2 2
A A

y px=  

  וגם

)12(                                                         2 2
B B

y px=                                          

  : שקול לשוויון הבא)11(שוויון    

)13(                                                           
2

2

A

A

y
x

p
=  

  : שקול לשוויון הבא)12(שוויון    

                                                                 
2

2

B

B

y
x

p
=  

  :נקבלו, ים האחרוניםשוויונ לפי שני ה)10(נציב בשוויון 

                                                     

2 2

2 2

A B

B A

D

B A

y y
y y

p p
x

y y

⋅ −
=

−
  

  :שוויון זה שקול לשוויון הבא
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( )
2

( )

A B

A B

D

B A

y y
y y

p
x

y y

⋅ −
=

−
  

  :השוויון האחרון שקול לשוויון הבא

)14(                                                     
2

A B

D

y y
x

p
= −  

Aעלינו לנסות להביע את הביטוי  By y באמצעות p.  

  ?   במה מהנתון בבעיה עוד לא השתמשנו

  -עוד לא השתמשנו בכך ש    

  .  על המעגל הנתוןתנמצאו O- וA ,B ,Cהנקודות                      )15(

  .ננסה להיעזר בטענות אלו. )3(- ו)2( לא השתמשנו בטענות כמו כן

   מסיקים כי)15(על סמך טענה    

  . היא זווית היקפית במעגל הנתוןACBהזווית                           )16(

  וגם

  . היא זווית היקפית במעגל הנתוןAOBהזווית                           )17(
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   נובע כי)16(- ו)3(מטענות 

  . הוא קוטר במעגל הנתוןABהקטע                                    )18(

  .)הזווית ההיקפית הישרה נשענת על קוטר: לפי המשפט הבא(

   נובע כי)18(- ו)17(מטענות 

                                                          90AOB = °∡     

  ).הזווית ההיקפית הנשענת על קוטר היא זווית ישרה: לפי המשפט הבא(

  :על סמך השוויון האחרון מסיקים כי מתקיים

)19(                                                   1OA OBm m⋅ = −.  

 OA של הישר OAmלכן עבור השיפוע ). )2(זאת טענה (הצירים   היא ראשיתOהנקודה  

  :מתקיים

)20(                                                 
0

0

A A

OA

A A

y y
m

x x

−
= =

−
  

O 

A 

B  

C 

D  

F  

x  

y  
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  : מתקייםOB של הישר OBmועבור השיפוע 

 )21(                                              
0

0

B B

OB

B B

y y
m

x x

−
= =

−
  

  :נקבלו, )21(- ו)20( בשורות לפי מה שהתקבל )19(נציב בשוויון 

                                                         1A B

A B

y y

x x
⋅ = −     

  :השוויון האחרון שקול לשוויון הבא

)22(                                                 A B A By y x x= −  

A שוויון המקשר בין הביטויים  לקבלכיצד עוד אפשר    Bx xו - A By y?  

  :נקבל )12( בשוויון )11(שוויון אם נכפיל את    

                                                    2 2( ) 4A B A By y p x x=   

  פי השוויוןנציב בשוויון האחרון ל   

                                                        A B A Bx x y y= −  

  : ונקבל,)22(ון השקול לשווי

)23(                                            2 2( ) 4A B A By y p y y= −  

Aנסמן את הביטוי  By yב -t:  

                                                             A By y t=  

  :נקבלו, פי השוויון האחרון ל)23(נציב בשוויון 

                                                            2 24t p t= −  

  :היא שקולה למשוואה הבאה. tקיבלנו משוואה עם הנעלם 

                                                          2( 4 ) 0t t p+ =  
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  מכאן

                                                 24t p= 0t    או       − =  

  לכן

)24(                                24A By y p= 0A       או     − By y =  

  השוויון 

                                                              0A By y =                   

  : ורק אם מתקייםמתקיים אך

                                                   0By 0Ay     או   = =  

  אם מתקיים שוויון 

)25(                                                         0Ay = ,  

   נובע כי)11(אז ממנו ומשוויון 

                                                               0Ax =     

. Oנקודה אז היא מתלכדת עם , האחרונים םהשוויונישני  מקיימת את Aנקודה אם    

  : כלומר מתקיים,  לא מתקיים)25(לכן שוויון . הדבר סותר את הנתון בבעיה

)26(                                                          0Ay ≠                                            

  באופן דומה מקבלים כי גם שוויון     

                                                                0By =  

  :            כלומר מתקיים, לא מתקיים

 )27(                                                         0By ≠  

0Aקבלנו כי שוויון   By y   : נובע כי מתקיים)24(אן ומשורה מכ.  לא מתקיים=

)28(                                                 24A By y p= −                  
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  :נקבלו, פי השוויון האחרון ל)14( נציב בשוויון 

 )29(                                             
24

2
2

D

p
x p

p

−
= − =     

) מחבר את הנקודות FDהקטע     ,0)
2

p
F2)- ו ,0)D p)  ןלכ).  )29(- ו)7(, )6(רות שוראו 

  :עבור אורכו מתקיים

                                                   
3

2
2 2

p
FD p p= − =  

   נובע כי)4(מכאן ומטענה 

                                                               
3 3

2 2
p =                                                      

  מכאן

)30(                                                           1p =  

  משוואה של הפרבולה הנתונה היאהונקבל כי ) 30( על פי שוויון )5( בנוסחהנציב 

)31(                                                        2 2y x=   

  : בהנחה שמתקייםיבלנו למעשהק )10(שוויון את נציין עכשיו כי . הערה

)32(                                              A Bx x≠וגם     A By y≠  

A שמתקיים הטענה By y≠לא במספר שווה לוהרי מכפלה של מספר . )28( משוויון ת נובע 

  .יכולה להיות שלילית

Aנוכיח כי     Bx x≠ נניח כי . שלילהה בדרךA Bx x= .  

  מהשוויון האחרון נובע כי 

  .x- מאונך לציר הABהישר                                          )33(

  -כעת ניעזר בכך ש

  . הוא ציר הסימטריה של הפרבולה הנתונהx- ציר ה                   )34(

   נובע כי  על הפרבולה הנתונהנמצאות B- וAהנקודות  שכך ומ)34(, )33(מטענה 

  .x- הציר ביחס לסימטריות אחת לשנייה B-וAהנקודות                   )35(
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  מכאן 

  .AB היא אמצע הקטע) x- עם ציר הABכלומר נקודת החיתוך של הישר  (Dנקודה    

  כלומר, טרוו הוא קAB היא מרכז המעגל שהקטע Dנקודה לכן 

    היא מרכז המעגל הנתוןDנקודה                                    )36(

  ). )18(טענה ראו (

זה נובע (כל ישר אשר עובר דרך מרכז מעגל הוא אחד מצירי הסימטריה של המעגל    

 מכאן ).האנך למיתר במעגל העובר דרך מרכז המעגל חוצה את המיתר: לפיושמהמשפט 

   נובע כי)36(ומטענה 

  .המעגל הנתון הוא אחד מצירי הסימטריה של x-ציר ה               )37(

 היא אחת Cנקודה י זכר כינ. x-ביחס לציר ה C נקודה סימטרית לנקודה E-נסמן ב   

 x-ת על ציר ה לא נמצאCנקודה . המעגל והפרבולה הנתוניםמארבע נקודות החיתוך של 

ן נקודה לכ. O בנקודה – חותכת את ציר זה רק בנקודה אחת נהוון שהפרבולה הנתוימכ

E לא מתלכדת עם נקודה C ועם נקודה O . נקודהE נקודה  גם לא מתלכדת עם

Aדה מכיוון שאם נניח שהיא מתלכדת עם נקודה זו נקבל כי נקוB היא נקודה סימטרית 

. תלכדות זו עם זו מC- וBנקודות ולכן , ))35(ראו טענה  (x-ציר הביחס ל Eלנקודה 

  .Bנקודה  לא מתלכדת עם Eנקודה פן דומה מגיעים למסקנה שובא

  קיבלנו כי 

  .O- וA ,B ,C לא מתלכדת עם אף אחת מהנקודות Eנקודה          )38(

 היא אחת מנקודות החיתוך של הפרבולה והמעגל Cנקודה  ומכך ש)37(, )34(מטענות    

  י הנתונים נובע כ

        

  

ת על הפרבולה הנתונה נובע כי גם הנקודה  נמצאCנקודה  ומכך ש)34(מטענה , אכן   

 )37( ואילו מטענה,  על הפרבולה הנתונהת נמצאx-ציר הביחס ל Cהסימטרית לנקודה 

ביחס  Cת על המעגל הנתון נובע כי גם הנקודה הסימטרית לנקודה  נמצאCנקודה ומכך ש

(39) 
היא גם ) x-ציר הביחס ל Cכלומר נקודה הסימטרית לנקודה  (Eנקודה 

  .נקודת החיתוך של הפרבולה והמעגל הנתונים
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 על הפרבולה הנתונה וגם על הנקודה אשר נמצאת; נמצאת על המעגל הנתון x-ציר הל

  .מעגל הנתון היא נקודת החיתוך של שני הקוויםה

  פי הנתון בבעיה  ל

  .O- וA ,B ,C  הפרבולה והמעגל הנתונים נחתכים בנקודות           )40(

אוסף ב לא נכללת Eנקודה עבר לכך שמ. )40( את טענה ות סותר(39)-ו )38(טענות ה שתי  

יותר מארבע לפרבולה ולמעגל כלל לא יכולות להיות , )40(נקודות החיתוך הנזכרות בטענה 

הגענו לידי סתירה מפני שהנחנו כי  ). ור תרגיל בעצמכם בתחו זאתיהוכ(נקודות חיתוך 

A Bx x= . לכןA Bx x≠.  

  

  .'סעיף בדרך החשיבה ופתרון 

  ?של הבעיה'   מה צריך למצוא בסעיף ב

  .Aנקודה    צריך למצוא את השיעורים של 

  ?  מה נתון

  כעת גם נתון כי , נתונים הקודמים   נוסף על ה

AF'יח 2.5                                                   )41(   =                                    

המקשר בין השיעור ,  בעזרת השוויון הבאAנקודה  של x-   נוכל למצוא את שיעור ה

)נקודה הראשון של ה , )Q QQ x y2 ת על פרבולה קנונית הנמצאy px= לבין המרחק r בין 

  :הנקודה לבין מוקד הפרבולה

 )42(                                                      
2

Q

p
r x= +  

 בהגדרה הבאה של אפשר לקבלה בקלות אם נזכרים,  נוסחה זואם מתקשים לזכור

ות במישור שמרחקן מנקודה פרבולה היא מקום גיאומטרי של כל הנקוד: פרבולה

נקרא  מדריך ש, שווה למרחקן מישר מסוים, נקראת מוקד הפרבולהש ,מסוימת

  .הפרבולה
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2  עבור פרבולה   2y px= המדריך הוא הישר 
2

p
x =  לישר זה Qהמרחק בין נקודה . −

-שווה  ל
2

Q

p
x   . מתקיים)42(מכאן ומההגדרה של פרבולה נובע כי שוויון  . +

  :מכאן נובע כי

                                                          
2

A

p
AF x= +                         

  :נקבלו, )41(- ו)30(ים לפי שוויוננציב בשוויון האחרון 

                                                           
1

2.5
2

Ax= +  

  מכאן

)43(                                                          2Ax =  

  :כלומר מתקיים,  את המשוואה של הפרבולה הנתונהמים מקייAנקודה ישיעור   

                                                              2 2A Ay x=  

  ). )31(שורה ראו (

  :נקבלו, )43(שורה ואה האחרונה לפי נציב  במשו 

                                                             2 2 2Ay = ⋅  

  מכאן

                                                             2Ay = ±   

,2) או  A(2,2): תשובה 2)A −.  

  

  . מצאו את משוואת המעגל הנתון בבעיה אשר פתרנו בפרק זה. תרגיל
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  כבוד האליפסה  .19

  

בכל  . יותר ממניבקי בה , אלו הקורא שורות,אולי אתה. אסטרונומיהאיני יכול להתפאר בידע רב ב   

 לאיש לא תיפרי ס, בשיחת חולין,פעם אחת. קראתי כמה ספרים. גם אני יודע משהו על כוכבים, זאת

   !"אתה משקר": הוא אמר ליו, משכיל במיוחד את מה שקראתי

  

  

  

)נתונות נקודות . הבעי 4,0)A  המקיימת C את השיעורים של נקודה מצאו .B(4,0)-ו−

 ABCהמשולש שטח ) ב; 'יח 18- שווה לABC היקף המשולש )א: את התנאים הבאים

  . ריבועיות'יח 12-שווה ל

  .דרך החשיבה ופתרון

  ?מה צריך למצוא   

  . תנאיםשניהמקיימת  Cאת השיעורים של נקודה צרך למצוא    

  ?מה הם התנאים   

  :ראשוןתנאי    

  

 

  :תנאי שני

       

  

מטרי נמצא את המקום הגיאו: יה בשיטה של שני מקומות גיאומטרייםהבענפתור את    

ל הנקודות נמצא את המקום הגיאומטרי של כ;  (1)תנאי של כל הנקודות המקיימות את 

 כשיעורים של Cולאחר מכן נמצא את השיעורים של הנקודה ; (2)תנאי המקיימות את 

   .נקודה משותפת לשני מקומות גיאומטריים אלו

כל הנקודות מטרי של  נמצא את המקום הגיאוראשית. נפעל לפי תוכנית זו לפתרון הבעיה   

  .(1)תנאי המקיימות את 

  : שקול לתנאי הבא(1)לכן תנאי . ' יח8 הוא ABCמשולש ב ABאורך הצלע    

)עבור הנקודות  4,0)A  שווה ABC היקף המשולש B(4,0)-ו −

 . 'יח 18-ל

 

(1) 

) בור הנקודותע 4,0)A  שווה ABC שטח המשולש B(4,0)-ו −

 . ריבועיות' יח12-ל

 

(2) 
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סכום מרחקיהן משתי נקודות שגיאומטרי של כל הנקודות ההבה ניזכר כי המקום    

שסכום גיאומטרי של כל הנקודות ההמקום . ת שווה למספר קבוע נקרא אליפסהקבועו

)1 מרחקיהן מנקודות ,0)F c2- ו ( ,0)F c−2-  שווה לa )0 c a≤  הוא אליפסה) >

  שמשוואתה

)4(                                                       
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  

  : הוא מספר חיובי המקיים את השוויון הבאbכאן 

)5(                                                      2 2 2
b a c= −  

 .קנוניתאליפסה זו נקראת אליפסה 

  : נובע כי מתקיים)5(משוויון 

                    a b≥  

 מוצגאליפסה הקנונית ההגרף של    

  .בציור משמאל

אודות על על סמך הנאמר לעיל    

 להסיק כי קנונית אפשרהאליפסה ה

המקום הגיאומטרי של כל הנקודות 

Cהוא (3)  המקיימות את תנאי 

אליפסה קנונית המקיימת את 

  :התנאים הבאים

)6(                                                            2 10a =  

)7(                                                              4c =  

   נובע כי )6(משוויון    

)8(                                                              5a =  

  :נקבלו, )8(- ו)7(ים  לפי שוויונ)5(נציב בשוויון 

) לנקודות Cם המרחקים בין נקודה וסכ 4,0)A  B(4,0)- ו−

 . ' יח10-שווה ל
(3) 

x 

y 

1( ,0)F c 2 ( ,0)F c−  

(0, )b− 

( , 0)a− 

(0, )b 
1 2 2r r a+ =

1r 
2r 

( , 0)a 
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)9(                                                  2 2 25 4 9b = − =  

  מכאן 

                                                               3b =  

נקבל כי המקום הגיאומטרי של כל הנקודות ו, )9(- ו)8(פי שורות  ל)4(נציב במשוואה 

   הוא אליפסה שמשוואתה (3)המקיימות את תנאי 

)10(                                                 
2 2

1
25 9

x y
+ =    

  ?(2) המקום הגיאומטרי של כל הנקודות המקיימות את תנאי ומהו

  ?דומה לבעיה זוה בעיה האם כבר פתרנו: נשאל את עצמנולענות על שאלה זו במטרה 

) עבור הנקודות 13בפרק ,  כן 1,2)A  מצאנו את המקום הגיאומטרי של כל B(3,5)- ו−

  .ר" יח10- שווה לABCשטח המשולש :  המקיימות את התנאי הבאCהנקודות 

מטרי של כל הנקודות המקיימות את המקום הגיאומצאו בעצמכם ו,  שוב13קראו את פרק 

3yיחוד הישרים מקום גיאומטרי זה הוא א. (2)תנאי את  3y- ו= = −.     

, )10(כלומר לאליפסה , (1)תנאי ל כל הנקודות המקיימות את גיאומטרי שהום    למק

כלומר לאיחוד הישרים , (2)קיימות את תנאי ולמקום הגיאומטרי של כל הנקודות המ

3y 3y- ו= = יש שתי , −

: נקודות משותפות

,0)- ו(0,3)הנקודות  3)− .

: לכן התשובה לבעיה היא

(0,3)C 0) או, 3)C −.  

x 

y 

(4, 0)B ( 4, 0)A −  

(0, 3)C − 

( 5, 0)− 

(0, 3)C 3y =  

(5, 0) 

3y = −  
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  שנייה עם האליפסה פגישה  .20

  

  

אך כפי ,  ילדים קטנים כי בורא העולם מחלק כישרונות באופן לא שווה ביןעל הטענה  חולקניי   א

 לא משתמשים בו ולא מטפחים אם, גורלו של הכישרון מלידה. אין זו חלוקה סופית, נוכחתי לדעתש

 אפשר. הבחלודה תכרסם :  בהת נסעאך לא,  במתנהת של מכונית יקרה שקיבלה הוא כגורל,אותו

מי שניחן ולו בקמצוץ של .  והתייבשםאך לא קיבל, צמח אשר היה זקוק למיםללהשוות כישרון זה 

 בבוא העת כי כישרונו יופתע לגלות, פתחו ל כדי מאמץה כלאך לא נכנע ועש, כישרון בתחום כלשהו

  .י פרנושא הוא אף והתפתח לממדים אדירים

  .בסוף כל אחד מקבל כפי שהשקיעבסוף כל אחד מקבל כפי שהשקיעבסוף כל אחד מקבל כפי שהשקיעבסוף כל אחד מקבל כפי שהשקיע: : : : המכריע הואישרונות חוק חלוקת הכ   

  

  

  

 באליפסה שמשוואתה . בעיה
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =)  a b< (   חסום משולשABC . הצלעBC 

  25, 28: ל המשולש הנתון הםאורכי הצלעות ש. מתלכדת עם הציר הקטן של האליפסה

BAC:  ומתקיים, השניברביענמצאת  Aנקודה .  ' יח17-ו ACB ACB> >∡ ∡ מצאו   .∡

  .את משוואת האליפסה

  .בה ופתרוןידרך החש

  ?ך למצואמה צרי   

  .צריך למצוא משוואה של אליפסה מסוימת   

  ?מה נתון   

    מן הצורההמשוואמיוצגת על ידי אליפסה הש ןנתו   

)1(                                                        
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =   

  :ומתקיים

)2(                                                              a b<  
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 aו מתבקשים למצוא את הריבועים של חוצי הצירים  מסיקים כי אנ)1(שוואה על סמך מ

  .)1( ולהציב אותם במשוואה , של האליפסה המדוברתb-ו

  ?מה עוד נתון   

  עוד נתון כי    

  ,ABC באליפסה המדוברת חסום משולש                                )3(

  , של האליפסהקטן מתלכדת עם הציר הBCהצלע                           )4(

  ,' יח17-  ו25, 28:אורכי הצלעות של המשולש הנתון הם                    )5(

)6(                                             BAC ACB ACB> >∡ ∡ ∡,  

  . ברביע השני נמצאתAנקודה                                           )7(  

  : שקולה לטענה הבאה)3(טענה    

  .ת על האליפסה המדוברת נמצאוC- וA ,Bהנקודות                       )8(

מהו הציר קטן של האליפסה המיוצגת על ידי :  ונשאל את עצמנו,)4(טענה נתמקד בכעת    

  ?)2( אשר מקיימת את תנאי )1(משוואה 

) של אליפסה זו הוא הקטע המחבר את הנקודות קטןהציר ה       )9( ,0)a−ו -( ,0)a  

  ).גם לאורך הקטע קוראים הציר הקטן של האליפסה(

   נובע כי)9(- ו)4(מטענות     

) מתלכדת עם הנקודה C- וBמהנקודות     אחת )10( ,0)a−והשנייה עם הנקודה  ( ,0)a.  

  מכאן

)11(                                                         2BC a=  

28ם שוויוני-האימטענות אלו ומ. )6(- ו)5(כעת נתבונן בטענות     25 17> לפי ( נובע <

   כי)במשולש מול זווית גדולה יותר נמצאת צלע גדולה יותר: משפט

)12(                                                          28BC =  

)13(                                                          25AB =   

)14(                                                          17AC =  
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 Aנקודה  של הקטע המחבר את x-ציר העל  מסיקים כי אורך ההיטל )7(על סמך טענה    

)עם הנקודה  ,0)aציר העל  אורך ההיטל  מאשר גדול יותר-x של הקטע המחבר את 

) עם הנקודה Aנקודה  ,0)a− . מכאן  

                               

  

   נובע כי(15)- ו)14(, )13(, )10(מטענות    

)  מתלכדת עם הנקודהBנקודה                            )16( ,0)a        ,  

)  מתלכדת עם הנקודהCנקודה                          )17(  ,0)a−.  

                                

  :כי מתקיים)  המעברלפי כלל( נובע )12(- ו)11(ם משוויוני

                                                             2 28a =                                                     

  מכאן 

)18(                                                        14a =   

)19(                                                      2 196a =  

  ה של האליפסה המדוברת היאתנקבל כי משוואו, )19(שוויון  לפי )1(נציב במשוואה 

)20(                                                 
2 2

2
1

196

x y

b
+ =.  

x 

y 

A 

( ,0)B a ( ,0)C a− 

(0, )b 

(0, )b− 

) עם הנקודה Aאורך הקטע המחבר את נקודה  ,0)a גדול יותר 

) עם הנקודה Aנקודה מאורך הקטע המחבר את  ,0)a−. 
(15) 
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2 של ערךה את רק למצואר נות
bננסה להרכיב   . ולהציב אותו במשוואה האחרונה

  .bמשוואה עם נעלם 

לקבל  ו)20(במשוואה יכולים להציבם היינו , A נקודהאילו היו ידועים לנו שיעורי ה   

2 היינו מוצאים את משוואה שבאמצעותה
b .  

 הנזכרת A של הנקודה Ay- וAxהבה נפתור את הבעיה שבה נדרש למצוא את השיעורים 

   .לעיל

  .Ay- וAxמערכת של שתי משוואות עם הנעלמים ננסה להרכיב . יה עם שני נעלמיםזאת בע

מרחק בין חישוב  ובנוסחה ל)14(- ו)13(ם  מקיימת את השוויוניAנקודה ניעזר בכך ש   

  :ם הבאיםונקבל את שני השוויוני, שתי נקודות

)21(                                    2 2( ) ( ) 25A B A Bx x y y− + − =   

 )22(                                   2 2( ) ( ) 17A C A Cx x y y− + − =  

   נובע כי)18(- ו)17(, )16(מטענות 

)23(                                                   14, 0B Bx y= =       

 )24(                                                  14, 0C Cx y= − =  

  :נקבל את המערכת הבאהו, )24(פי שורה  ל)22( ובשוויון ,)23(פי שורה  ל)21(נציב בשוויון 

                                                 

2 2

2 2

( 14) 25

( 14) 17

A A

A A

x y

x y

 − + =


+ + =

  

 בריבוע ולחסר מהמשוואה השנייה  לפתור מערכת זו צריך להעלות את כל משוואתהכדי

פותרים את מערכת המשוואות כש. אשר תתקבל את משוואה הראשונהמערכת השל 

  האחרונה מקבלים כי

                                            
6

15

A

A

x

y

= −


= −
      או       

6

15

A

A

x

y

= −


=
  

   נובע כי)7(מכאן ומטענה 
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                                                               ( 6,15)A −  

  :נקבלו, )20( במשוואה Aנקודה נציב את השיעורים של 

                                                         
2 2

2

( 6) 15
1

196 b

−
+ =  

  מכאן

)25(                                                    2 275.625b =  

  :של הבעיה' ף אינקבל את התשובה הבאה לסעו, )25(פי שורה  ל)20(נציב במשוואה 

                                                     
2 2

1
196 275.625

x y
+ =                                              

  .ל"מש
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  פגישה שלישית עם האליפסה  .21

  
  

  ,  אין לנו אומץ לדברים רבים לא מפני שהם קשים                                 

  . בשבילם הם קשים כי אין לנו אומץ                                  

  )סנקה הצעיר(                                       
  
  
  
  

2xהישר . נתונה אליפסה קנונית. בעיה   חותך את האליפסה בנקודות הנמצאות =

 מהמוקד השמאלי ' יח11.2 מהמוקד הימני של האליפסה ובמרחק של ' יח8.8במרחק של 

  .מצאו את המשוואה של האליפסה. שלה

  

  .דרך החשיבה ופתרון

  ?מה צריך למצוא   

  :קנונית המקיימת את התנאי הבאהצריך למצוא את המשוואה של האליפסה    

                         

)1(  

  

  ?   אליפסה קנוניתימה:    קודם כל נשאל את עצמנו

ישור שסכום מרחקיהן    אליפסה קנונית היא מקום גיאומטרי של כל הנקודות במ

)1ת נקודומ ,0)F c2- ו ( ,0)F c− ( 0)c לאחר שמסמנים את מספר  .  הוא מספר קבוע≤

  : מקבלים את המשוואה הבאה של האליפסה הקנונית2a-קבוע זה ב

)2(                                                      
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  

  : במשוואה זו מתקייםb- וaעבור הפרמטרים 

)3(                                                      2 2 2
b c a+ =  

2xהישר   חותך את האליפסה בנקודות הנמצאות במרחק של =

 ' יח11.2 מהמוקד הימני של האליפסה ובמרחק של ' יח8.8

 מהמוקד השמאלי שלה
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  .)ם חוצי הצירים של האליפסה הקנונית קוראיb- וaלפרמטרים (

)1 לנקודות  ,0)F c2- ו ( ,0)F c−1נקודה .  קוראים מוקדי האליפסה הקנונית( ,0)F c היא 

2נקודה ו, יפסההמוקד הימני של האל ( ,0)F c−היא המוקד השמאלי שלה .  

ו מתבקשים למצוא את הריבועים של חוצי הצירים  מסיקים כי אנ)2(על סמך משוואה       

aו -bואה זו הנתונה בבעיה ולהציב אותם במשו של האליפסה .  

 קנונית מרכיבים שתי משוואות אליפסה של b- וa למצוא את חוצי הצירים לעתים כדי   

 למצוא ילעתים כד. אפשר להסתפק בשני נעלמים אלואך לא תמיד , b- וaעם הנעלמים 

   . c- וa,b  צריך להרכיב ולפתור מערכת של שלוש משוואות עם הנעלמיםb- וa את

כבר יש בידינו משוואה . c- וa,bם    ננסה להרכיב מערכת של שלוש משוואות עם הנעלמי

- וa,b כאל משוואה עם הנעלמים )3(שוויון כעת אנחנו מתייחסים ל ()3(משוואה : אחת

c .(עלינו להרכיב עוד שתי משוואות עם נעלמים אלו.  

 על נשאל את עצמנו מה ידוע על מרחקיה של נקודה הנמצאת . )1(    הבה נתבונן בטענה 

  ?י האליפסהדאליפסה קנונית ממוק

)נסמן את המרחק של נקודה     , )x y 1 מהמוקד הימני )2( הנמצאת על אליפסה( ,0)F c 

2 ואת המרחק של הנקודה מהמוקד השמאלי 1r- בשלה ( ,0)F c−2- של האליפסה בr ;

 היא מקום גיאומטרי של כל הנקודות במישור שסכום מרחקיהן )2( היזכר כי אליפסנ

)1מנקודות  ,0)F c2- ו ( ,0)F c− 2 הואa ;לכן מתקיים:  

)4(                                                       1 2 2r r a+ =  

)עבור נקודה  , )x yגם מתקיים)2(ת על אליפסה  הנמצא :  

)5(                                                       1

c
r a x

a
= −          

  -ו

)6(                                                        2

c
r a x

a
= +     

2xודות החיתוך של הישר ק עבור כל אחת מנ)1(   לפי טענה  את סה שעם האליפ =

  : עלינו למצוא מתקייםמשוואתה
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)7(                                                            1 8.8r =  

)8(                                                          2 11.2r =  

  :2- הראשון שכל אחת משתי נקודות אלו שווה להמובן ששיעור

)9(                                                              2x =.  

  : נקבל)8(- ו)7(ם  לפי שוויוני)4(    כאשר נציב בשוויון 

                                                        8.8 11.2 2a+ =  

  מכאן

)10(                                                           10a =                                                       

עלינו להרכיב . )10(- ו)3(משוואות : c- וa,b עם הנעלמים    כעת ברשותנו שתי משוואות

  .חת עם נעלמים אלועוד משוואה א

  :נקבלו, )9(- ו)7(ים  לפי שוויונ)5(   נציב בשוויון 

)11(                                                  8.8 2
c

a
a

= − ⋅   

 אפשר. )11(- ו)10(, )3(משוואות : c- וa,bכעת ברשותנו שלוש משוואות עם הנעלמים    

 לפי )6(נציב בשוויון :  אחראך נעשה דבר, ורכבת ממשוואות אלולפתור את המערכת המ

  :בל נקכך. )9(- ו)8(ם שוויוני

                                                      11.2 2
c

a
a

= + ⋅  

 ,)11(נחסר ממשוואה זו את משוואה . c- וa,bקיבלנו משוואה נוספת עם הנעלמים 

   :ונקבל

                                                         4 2.4
c

a
⋅ =.  

  :נקבלו, a- ונכפיל ב4-נחלק את המשוואה האחרונה ב

)12(                                                     0.6c a=   
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  מערכתהנפתור את 

                                                       

2 2 2

10

0.6

b c a

a

c a

 + =


=
 =

  

  .)12(- ו)10(, )3(המורכבת ממשוואות 

 ונקבל את המערכת ,פי המשוואה השנייה שלה   נציב במשוואה שלישית של מערכת זו ל

  :הבאה

                                                       

2 2 2

10

6

b c a

a

c

 + =


=
 =

  

פי שתי המשוואות האחרונות  הראשונה של המערכת האחרונה לאהכאשר נציב במשוו

  :שלה נקבל את המשוואה הבאה

                                                        2 2 26 10b + =  

  מכאן

)13(                                                           8b =  

  נקבל כי המשוואה של האליפסה הנתונה היאו, )13(- ו)10(ם  לפי השוויוני)2(נציב בנוסחה 

                                                         
2 2

1
64 36

x y
+ =  

  .ל"מש
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  היפרבולה של אליפסה ודוּאֶט .22

  

  
." עם שתי רגלייםו  ללא נוצותאדם הוא בעל חיים: " הצלחה רבהבעלתאפלטון ניסח הגדרה שהייתה    

".  אפלטוןהנה האדם של: "הביא אותו לאפלטון לבית הספר והכריז, ל מרט נוצות מן תרנגו1דיוגנס

  ".ועם ציפורניים רחבות" : להגדרה הוסףלאחר מכן

   )דיוגנס לארטיוס(    

  

  

  

  

)נתונות נקודות . בעיה 5,0)A − ,( 3,0)B − ,(3,0)C (5,0)-וD .עם דיוק של שלוש ,מצאו 

          : את התנאים הבאים המקיימת P את השיעורים של נקודה ,ספרות אחרי הנקודה

המרחק בין נקודה זו לבין  מ' יח6- גדול בA לבין נקודה Pמרחק בין נקודה ה) א

  .' יח16- שווה לPCBהיקף המשולש ) ב ; Dנקודה

  .דרך החשיבה ופתרון

  ?מה צריך למצוא   

 P את השיעורים של נקודה , עם דיוק של שלוש ספרות אחרי הנקודה,צרך למצוא   

  .המקיימת שני תנאים

  ?מה הם התנאים   

  :ראשוןתנאי    
  

 

  :נאי שנית

       

  

                                                
 .פהכוונה לפילוסוף דיוגנס מסינו  1

) לבין נקודה Pמרחק בין נקודה ה 5,0)A  ' יח 6- גדול ב−

 D(5,0)נקודהזו לבין מרחק בין נקודה המ

(1) 

)עבור הנקודות  3,0)B  שווה PCB היקף המשולש C(3,0)- ו−

 . יחידות 16-ל
(2) 
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נמצא את המקום הגיאומטרי : בעיה בשיטה של שני מקומות גיאומטרייםנפתור את ה   

נמצא את המקום הגיאומטרי של כל הנקודות ;  (1)של כל הנקודות המקיימות את תנאי 

 כשיעורים של P  השיעורים של הנקודהלאחר מכן נמצא את ; (2)המקיימות את תנאי 

  .לשני מקומות גיאומטריים אלו ה משותפתנקוד

 כל הנקודות י של נמצא את המקום הגיאומטרראשית. נפעל לפי תוכנית זו לפתרון הבעיה   

  .  (1)תנאי המקיימות את 

הפרש מרחקיהן משתי נקודות קבועות ש כי המקום גיאומטרי של כל הנקודות נזכור   

ים מוקדי א קורל"הנלשתי הנקודות הקבועות . 2שווה למספר קבוע נקרא היפרבולה

הגיאומטרי של כל הנקודות שהפרש מרחקיהן משתי נקודות  המקום  .ההיפרבולה

1( ,0)F c2- ו ( ,0)F c−2- שווה לa) 0 a c<    היפרבולה שמשוואתההוא) >

)3(                                                       
2 2

2 2
1

x y

a b
− =  

  : הוא מספר חיובי המקיים את השוויון הבאbכאן 

)4(                                                       2 2 2
b c a= −  

פרבולה יפרבולה זו נקראת היה   

בציור משמאל נמצא גרף  .קנונית

   .יתקנונשל היפרבולה 

המקום הגיאומטרי של כל הנקודות 

2שמרחקן מנקודה  ( ,0)F c− גדול 

)1נקודה ממרחקן מ 2a-ב ,0)F c 

ימני של ההיפרבולה הוא הענף ה

  .האחרונה

אודות על על סמך הנאמר לעיל    

 להסיק כי אפשרהיפרבולה קנונית 

 הגיאומטרי של כל הנקודות המקום

P היפרבולה קנונית המקיימת את התנאים של ימני  הוא הענף ה(1)  המקיימות את תנאי

  :הבאים
                                                

 הקטן המספר הגדול מבין השניים את המספרהפרש המרחקים המדוברים מחסרים מאת כאשר מחשבים   2
 .חלט של ההפרשו את הערך המים או מוציא,יותר

x 

y 

1( ,0)F c 
2 ( ,0)F c−  

(0, )b− 

( , 0)a− 

(0, )b 

b
y x

a
= 

b
y x

a
= − 

2 1| | 2r r a− =

1r 

2r 

( , 0)a 
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)5(                                                            2 6a =  

)6(                                                             5c =  

  : נובע כי)5(משוויון 

)7(                                                             3a =   

  :נקבלו, )7(- ו)6(ים  לפי שוויונ)4(נציב בשוויון 

)8(                                                2 2 25 3 16b = − =  

  מכאן 

                                                                 4b =  

 נקבל כי המקום הגיאומטרי של כל הנקודות ו, )8(- ו)6( שורות פי ל)3( בנוסחהנציב 

היפרבולה שמשוואתה                                                                           של ימני ה  הוא הענף(1)המקיימות את תנאי 

)9(                                                       
2 2

1
9 16

x y
− =  

  ?(2)המקום הגיאומטרי של כל הנקודות המקיימות את תנאי     ומהו 

נדרש למצוא את ה שב  האם פתרנו בעבר בעיה:לענות על שאלה זו נשאל את עצמנוכדי    

  ?(2)  דומה לתנאי של כל הנקודות המקיימות תנאיהמקום הגיאומטרי

)  מצאנו עבור הנקודות19בפרק ,    כן 4,0)A  את המקום הגיאומטרי של כל B(4,0)-ו−

 קיבלנו כי . ' יח18- שווה לABCהיקף המשולש :  המקיימות את התנאי הבאCהנקודות 

  ה שמשוואתהמקום גיאומטרי זה הוא אליפס

                                                            
2 2

1
25 9

x y
+ = 

כי המקום הגיאומטרי של כל הנקודות במישור  בדרך דומה והראו 19קראו שוב את פרק 

    הוא אליפסה שמשוואתה(2)המקיימות את תנאי 

)10(                                                    
2 2

1
25 16

x y
+ =       
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ת אם היא נקוד ורק  אך(2)- ו(1) מקיימת את תנאים P  כי נקודה להסיקכעת אפשר

 עם האליפסה )9(ני של ההיפרבולה המיוצגת על ידי משוואה החיתוך של הענף הימ

  הם(2)- ו(1)מקיימת את תנאים ה Pלכן שיעורי הנקודה . )10(  על ידי משוואההמיוצגת

0xפתרונות המקיימים את התנאי    .)10(- ו)9( של המערכת המורכבת ממשוואות <

רונות אלו עם הדיוק כשמוצאים פת

מקבלים כי הנדרש בבעיה 

(3.638, 2.744)P או     

(3.638, 2.744)P − .  

  .          ל"מש

  

x

 

y

1P

4

3
y x=

(5, 0)( 5, 0)− ( 3, 0)−
(3, 0)

(0, 4)−

(0, 4)

2P

4

3
y x= −
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   סיפורן של שתי אסימפטוטות  .23

  

  

  . צבע אפור ושאר הכלבים היו שחורים היו ב8,  מהם היו לבנים7.   כלבים30אחרי רדפו     

  ?באיזו רגל ננשכתי: השאלה

   )כוב'אנטון צ(    

  

  

  

 של היפרבולה קנונית ומאונך לאחת  דרך המוקד השמאלי ישר אשר עובר.בעיה

 השנייה בנקודה חותך את האסימפטוטה, מפטוטות שלההאסי
80 60

( , )
7 7

A מצאו את . −

  . משוואת ההיפרבולה

  
  .רך החשיבה ופתרוןד

 את הבעיה הנוכחית .הבעיה בדרך אחרת כדי לפתור אותצריך לנסח לעתים קרובות    

  :אופן הבאב לנסח גם אפשר

הנקודה ; נתונה היפרבולה קנונית   
80 60

( , )
7 7

A ת של סימפטוטוא נמצאת על אחת ה−

י של ההיפרבולה מאונך המוקד השמאלדרך  וAנקודה הישר העובר דרך . ההיפרבולה

  .מצאו את משוואת ההיפרבולה.  השנייהלאסימפטוטה

  .נמשיך מכאן. פתרון הבעיהינו את הצעד הראשון לכיוון עש   

לכן עלינו קודם כל להיזכר כי . עלינו למצוא את המשוואה של היפרבולה קנונית מסוימת   

  :ג על ידי המשוואה הבאהמיוצההיפרבולה קנונית היא קו 

)1(                                                       
2 2

2 2
1

x y

a b
− =  

מתבקשים למצוא את הריבועים של חוצי בעצם ו  מסיקים כי אנ)1(על סמך משוואה    

  .  של ההיפרבולה הנתונה בבעיה ולהציב אותם במשוואה זוb- וaהצירים 
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 של היפרבולה קנונית מרכיבים שתי b- וaצוא את חוצי הצירים  למלעתים כדי   

 לעתים כדי. אפשר להסתפק בשני נעלמים אלואך לא תמיד , b- וaמשוואות עם הנעלמים 

. c- וa,bעם הנעלמים   צריך להרכיב ולפתור מערכת של שלוש משוואות b- וaלמצוא 

  :אחת המשוואות במערכת זו היא

)2(                                                         2 2 2
a b c+ =  

  .0- צריכים להיות גדולים מc- וa,b-אל תשכחו ש). שקולה לההאו משוואה (

  : מתקיים) שני של הבעיהראו ניסוח (לפי הנתון     

הנקודה          )3(
80 60

( , )
7 7

A              .סימפטוטות של ההיפרבולהא נמצאת על אחת ה−

מפטוטות של יאס. כעת עלינו להיזכר כי לכל היפרבולה יש שתי אסימפטוטות   

1 הם הישרים  )1(מיוצגת על ידי משוואה ההיפרבולה ה :
b

y x
a

=ℓ2-  ו :
b

y x
a

= −ℓ  .  

1ת על הישר   של נקודה הנמצאx-אם שיעור ה :
b

y x
a

=ℓאז גם ,  הוא מספר שלילי

0a: מכיוון שמתקיים(לי  של נקודה זו הוא מספר שליy-שיעור ה >,0b אך עבור , )<

שיעורי הנקודה 
80 60

( , )
7 7

A   : מתקיים−

                                                     0Ay > ,    0Ax <.  

  לכן 

1 על אסימפטוטה   לא יכולה להימצאAנקודה                      :
b

y x
a

=ℓ .  

  : נובע כי)3( מכאן ומטענה 

הנקודה                  )4(
80 60

( , )
7 7

A 2 ת על הישר נמצא− :
b

y x
a

= −ℓ.  

2ת על הישר  הנמצאPנציין שלכל נקודה ( :
b

y x
a

= −ℓ0:  ומקיימת את התנאיPx < , 

0Py: מתקיים >(.  
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קיימים את המשוואה  מAנקודה  מתקיימת אך ורק אם שיעורי )4(טענה     
b

y x
a

= − ,

  : ורק אם מתקייםכלומר אך

)5(                                                    
60 80

7 7

b

a

 = ⋅ − 
 

  

עלינו להרכיב . )5(- ו)2(משוואות : c- וa,bכעת ברשותנו שתי משוואות עם הנעלמים    

משוואה  ל שקולה )5( כי משוואה כן נצייןאך לפני , עוד משוואה אחת עם נעלמים אלו

  :הבאה

)6(                                                           
4

3

a

b
=.  

במה : נשאל את עצמנו ,c- וa,bעם הנעלמים   במטרה להרכיב את המשוואה השלישית 

  ?הנתון בבעיה עוד לא השתמשנומ

  )               ניסוח השני של הבעיהב( שלפי הנתון ךלא השתמשנו בכ   

  
  

        
  
  
  

                              
  
  

1( ,0)F c x 

y 

2 ( ,0)F c−  

(0, )b− 

( , 0)a− 

(0, )b 

b
y x

a
= 

b
y x

a
= − 

80 60
( , )

7 7
A −  

( , 0)a 

הישר העובר דרך הנקודה 
80 60

( , )
7 7

A י של המוקד השמאלדרך  ו−

 .ת לא נמצאAנקודה יה ההיפרבולה מאונך לאסימפטוטה שעל

)7( 
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- ו)4( אסימפטוטות של היפרבולה קנונית מסיקים כי מטענות עלעל סמך הנאמר לעיל    

  - ש נובע)7(

  
  
  
)8(  

  
  
  
 הם הנקודות )1(משוואה ים של ההיפרבולה המיוצגת על ידי כעת עלינו להיזכר כי המוקד   

1( ,0)F c2- ו ( ,0)F c−  )c המוקד השמאלי של ). )2(תנאי  הוא המספר החיובי המקיים את

2ההיפרבולה הוא הנקודה  ( ,0)F c−.  

  : בצורה הבאה)8( לנסח את טענה  אפשר   עכשיו
  
  
  
)9(  

  
  

  : הנזכרות בה מתקיים2F- וA ורק אם עבור הנקודות  טענה זו מתקיימת אך   

)10(                                               
2

1

1
AF

a
m

m b
= − = −

ℓ

  

  כעת ניעזר בנוסחה    

                                                              2 1

2 1

y y
m

x x

−
=

−
  

1נקודות ובר דרך חישוב השיפוע של הישר העל 1( , )x y2- ו 2( , )x y .נקבל  :  

)11(                             2

2

2

60
0

607
80 7 80

7

F A

AF

F A

y y
m

x x c
c

−−
= = =

− −− +
                     

הישר העובר דרך הנקודה 
80 60

( , )
7 7

A המוקד השמאלי של דרך  ו−

1מאונך לישר  הנתונה ההיפרבולה  :
b

y x
a

=ℓ . 

הישר העובר דרך הנקודות 
80 60

( , )
7 7

A 2- ו− ( ,0)F c−  מאונך לישר 

1 :
b

y x
a

=ℓ . 
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 הצלחנו להביע את השיפוע   
2

AFm 2 של הישרAF באמצעות a,bו -c בשתי דרכים 

  מתקיימת אך)9( וכלל המעבר נוכל להסיק כי טענה )11(- ו)10(כעת על סמך שורות . שונות

  :ורק אם מתקיים

)12(                                                   
60

7 80

a

b c
− =

−
                                                   

  עכשיו עלינו להתבונן במערכת   

)13(                                                 

2 2 2

4

3

60

7 80

a b c

a

b

a

b c


 + =



=


− = −

  

  :מערכת זו שקולה למערכת הבאה .)12(- ו)6(, )2(המורכבת ממשוואות 

)14(                                              

2 2 2

4

3

4 60
0

3 7 80

a b c

a

b

c


 + =



=



= + −

                                           

  .) את המשוואה השנייה שלה)13(חיברנו אל המשוואה השלישית של מערכת (

  :ל נפתור את המשוואה השלישית של מערכת המשוואות האחרונה נקבכאשר   

                                                                   5c =  

  : שקולה למערכת הבאה)14(לכן מערכת משוואות 

                                                        

2 2 2

4

3

5

a b c

a

b

c

 + =



=


=
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לישית פי המשוואה השונה של מערכת המשוואות האחרונה לנציב במשוואה הראש   

  :נקבלו, b-בונכפיל את המשוואה השנייה 

)15(                                                  

2 2 25

4

3

5

a b

a b

c

 + =



=


=

  

נקבל את ו, אה השנייה שלהפי המשוו ל)15(נציב במשוואה הראשונה של מערכת    

  :המשוואה הריבועית הבאה

                                                      

2

24
25

3
b b

  + = 
 

    

  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה   

                                                                  2 9b =   

  מכאן 

)16(                                                             3b =    

  :נקבלו, )16(פי שורה  ל)15(נציב במשוואה השנייה של מערכת    

                                                                   4a =  

  מכאן 

                                                                 2 16a =  

 ונקבל ,)1(נציב אותם במשוואה . הצירים של ההיפרבולה הנתונה את ריבועי חוצימצאנו    

  :את המשוואה שהתבקשנו למצוא

                                                          
2 2

1
16 9

x y
− =           

  .ל"מש
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   כמו שירו של רועה צאן .24

  

,  זה היוםכיצד יודע אינני. םברגעי שעמו אך גם,  שרים ברגעי שמחה וברגעי עצבבני אדם   

אילו . ם בערבה הם שרו לאורך כל הדרךיהאך בעבר כשרכבו רועי הצאן הקזחים על סוס

  . על זה אני שר,  מה שאני רואה – הפשוטים ביותר? שירים הם שרו

  ".  כשאגיע אל העץ אנוח.יש צל תחתיו" , שר רועה הצאן הקזחי,"אני רואה עץ"   

  .שירים של אותם רועי צאןאת היות שדרך פתרונן מזכירה לי קיימות לא מעט בע   

  

)נתונות נקודות . בעיה 2,0)A ומטרי של כל הנקודות  מצאו את המקום הגיא. B(2,0)- ו−

  .Aנקודה קן מ ממרח3 גדול פי Bנקודה שמרחקן מ

  
  .דרך החשיבה ופתרון

  ?ך למצואימה צר   

 B(2,0)נקודה שמרחקן מבמישור  ת המקום הגיאומטרי של כל הנקודותצריך למצוא א   

)נקודה  ממרחקן מ3גדול פי  2,0)A −.  

 או הרי אם למשהו. P- המדובר ב הגיאומטרי השייכת למקוםשרירותיתנסמן נקודה    

לדבר עליו בצורה , תים קרובות אפילו בלתי אפשריולע,  קשה,שהו אין שם או כינויילמ

  .ברורה

  ?Pאילו תנאים חייבת לקיים נקודה    

  :  תנאי אחד ויחיד   

  

  

  

  , במילים אחרות

  AP  צריך להיות גדול פי שלושה מאורך הקטעBP    אורך הקטע             )1(

  : בצורה מתמטית)1(נרשום את טענה    

)2(                                                        3BP AP=  

 מהמרחק בין 3 צריך להיות גדול פי B(2,0)נקודה  לבין Pהמרחק בין נקודה 

P נקודה  לבין( 2,0)A −.  
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 להביע כיצד אפשר; BPלבין אורך הקטע  AP קטעה ךאורהמקשר בין   שוויוןברשותנו    

  ?תיהםקצואת אורכי הקטעים באמצעות השיעורים של 

  :מתקייםמרחק בין שתי נקודות חישוב    לפי הנוסחה ל

)3(                                        2 2( ) ( )P A P AAP x x y y= − + −                   

  -ו

)4(                                        2 2( ) ( )P B P ABP x x y y= − + −                                          

  : ונקבל,Aנקודה  את השיעורים של )3(נציב בשוויון    

)5(                                                2 2( 2)P PAP x y= + +  

  : ונקבל,Bנקודה  את השיעורים של )4(ציב בשוויון נ   

 )6(                                               2 2( 2)P PBP x y= − +  

 לפי )2(קשה לנחש כי צריך להציב בשוויון יהיה לא , )6(- ו)5(, )2(ם אם נתבונן בשוויוני    

  : ונקבל,כךנעשה . )6(- ו)5(ם שוויוני

 )7(                                  2 2 2 2( 2) 3 ( 2)P P P Px y x y− + = + +  

 ורק אם שיעוריה מצאת במקום הגיאומטרי המדובר אך במישור נPקיבלנו כי נקודה    

 של מקום גיאומטרי נובע כי המשוואה הבאה היא המשוואהמכאן . )7(מקיימים את שוויון 

  :זה

)8(                                     2 2 2 2( 2) 3 ( 2)x y x y− + = + +  

  ?פטר מהםי להאפשרכיצד . במשוואה האחרונה אנחנו רואים שורשים ריבועיים   

  : ונקבל,נעשה כך. בריבועצריך להעלות את שני האגפים של המשוואה האחרונה    

                                         2 2 2 2( 2) 9[( 2) ]x y x y− + = + +           

  : ולמשוואה הבאה)8(המשוואה האחרונה שקולה למשוואה    

                                  2 2 2 24 4 9( 4 4 )x x y x x y− + + = + + +  
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  : למשוואה הבאההמשוואה האחרונה שקולה   

                                  2 2 2 24 4 9 36 36 9x x y x x y− + + = + + +  

  :שקולה למשוואה הבאהזו משוואה    

                                                  2 28 40 8 32x x y+ + = −  

  : ונקבל,8-נחלק את המשוואה האחרונה ב   

                                                     2 25 4x x y+ + = −  

  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה   

                               2 2 2 22 2.5 (2.5) 4 (2.5)x x y+ ⋅ ⋅ + + = − +    

2 בביטוי 5xבמשוואה הקודמת החלפנו את הביטוי ( 2.5x⋅  לשני  והוספנו,שווה לוש,  ⋅

  .)(2.5)2האגפים של המשווה את 

  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה   

)9(                                             2 2( 2.5) 2.25x y+ + =  

על סמך משוואה . אותו קואת שתי המשוואות מייצגות , )8( שקולה למשוואה )9(משוואה 

המקום הגיאומטרי הוא מעגל שמרכזו  לקבוע כי אפשר של המקום הגיאומטרי המדובר )9(

)בנקודה    .' יח1.5ו  ורדיוס−(2.5,0
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   למשוואת המקום הגיאומטריה המובילדרךה  .25

  

, כתב הפילוסוף" ,מישהו מתאר אותו במילים פשוטות זה מה שאיש לא רואה עד ש–נראה לעין "   

כשתלמידיי כבר ידעו דבר מה אודות מקומות . ובראן'ובראן חליל ג'המשורר והצייר הנודע ג, הסופר

אחת מתלמידותיי ביקשה שאעזור לה , אך לפני שסיפרתי להם את מה שתקראו בפרק זה, גיאומטריים

פתרתי את הבעיה לפי .  המשוואה של מקום גיאומטרילמציאת) לא רק מבחינתה(לפתור בעיה קשה 

        .... המתואר להלןםהאלגורית

  . אמרה התלמידה כשסיימתי" ,יכולתי בעצמי להגיע לאלגוריתם! כמה זה קל"

, אם כן? יכולת להגיע אל האלגוריתם בעצמך. אמר אפלטון,' שפת האמת פשוטה'. את צודקת, כן? קל"

אך במחשבה . לא פרסם עד עתה את מה שאני הסברתי לך, כיצד זה שאיש ממחברי הספרים בתחום

   ."אולי את צודקת, שנייה

  

  

  

בכל אחד . ' יח3- ו' יח4אורכי הצלעות של כל אחד מהמלבנים הם . נתונים מלבנים. בעיה

2y על ישר אקודקודים לא סמוכים שאחד מהם נמצ שני ישנםמהמלבנים  x= והשני על 

4yישר  x= . הוכיחו כי משוואת המקום הגיאומטרי של נקודות מפגש האלכסונים של

2היא  המלבנים 2292 216 40 25x xy y− + =.  

  .דרך החשיבה ופתרון

  ?מה צריך להוכיח   

  צריך להוכיח כי   
  
  
  
  

אנחנו מתבקשים למצוא את משוואת המקום הגיאומטרי של נקודות , תבמילים אחרו   

וידועה לנו התוצאה שאליה אנו צריכים  , תנאיםכמהימים מפגש אלכסונים במלבנים המקי

  .להגיע

  ?אילו תנאים מקיימים המלבנים   

  :המלבנים מקיימים את התנאים הבאים   

משוואת המקום הגיאומטרי של נקודות מפגש האלכסונים במלבנים 

2 תנאים היא כמההמקיימים  2292 216 40 25x xy y− + =. 
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  ;                        'ח י3- ו' יח4 אורכי הצלעות של כל אחד מהמלבנים הם                 )1(

                

  

  

של נסמן את נקודת המפגש ; (2)- ו)1( המקיים את תנאים נתבונן במלבן שרירותי   

     של נקודה זוy- ואת השיעור ה,1x- ב– Pנקודה  של x-את שיעור ה, P -אלכסוניו ב

  1y.1-ב

 לפי השלבים הבה נעשה זאת. 1y - ו1xמקשרת את הנעלמים העלינו להרכיב משוואה    

  :הבאים

1נוסף על נקודה : 'שלב א 1( , )P x y נתבונן גם בנקודות ( , )
k k

x y ,  ...,3 3( , )x y, 2 2( , )x y ,

1משמעי את מיקומה של נקודה - חדשמיקומן קובע באופן 1( , )P x y . הקבוצה של נקודות

   .תנוספות אלו לא חייבת להיות מינימלי

2נרכיב מערכת של : 'שלב ב 1k :  הנעלמים הבאים2k משוואות עם −

1 1 2 2, , , , ..., ,
k k

x y x y x y.  

המשפיעות על יתכן שנמצא כמה נקודות י. 'ב-ו' שלא יהיה גבול ברור בין שלבים אתכן יי(   

רים של נקודות אלו  משוואות שבהן הנעלמים הם השיעו ונרכיב כמהP של נקודה מיקומה

 של נקודה  על מיקומהמצא עוד נקודות המשפיעותלאחר מכן נ. Pנקודה והשיעורים של 

Pונרכיב משוואות נוספות (.  

2על סמך המערכת של ): אחרוןשלב  ('שלב ג 1k נקרא ('  משוואות אשר הורכבו בשלב ב−

   1y. 2- ו1x םנקבל משוואה אך ורק עם הנעלמי(*)) לה מערכת 

                                                
 נסמן P של הנקודה x-את שיעור ה, P -נסמן את נקודת המפגש של אלכסוניו ב:" בעתיד במקום לומר  1

 -נסמן את נקודת המפגש של אלכסוניו ב: " נגיד בקיצור, " 1y- של נקודה זו נסמן בy- ואת השיעור ה1x-ב

1 1( , )P x y."    

-אומטרי שאת משוואתו צריך למצוא נקבע חד השייכת למקום הגיPאם המיקום של נקודה שרירותית  2

1kמשמעית על ידי מיקומן של  ) נקודות − , )
k k

x y ,  ...,3 3( , )x y, 2 2( , )x y , ונתונים ערכים שלm 

 קודקודים לא סמוכים שאחד מהם נמצא שני ישנםבכל אחד מהמלבנים 

2yעל ישר  x=4  והשני על ישרy x=. 
(2) 
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 x- ב1xהחליף בה את יש ל, 1y - ו1xמקשרת את הנעלמים הלאחר שתתקבל משוואה    

  . המקום הגיאומטרי הנדרשת המשוואה האחרונה היא משוואת.y- ב1yואת 

  '? שלב גכיצד נבצע את    

של (*)  שקולה למערכת המערכת משוואות פשוטה יותר ) יתאפשר לנואם (קודם כל נקבל    

2 1k (**)) . דשה מערכת  למערכת המשוואות החנקרא('  משוואות אשר הורכבו בשלב ב−

משוואה ) או חילוק(כפלת ה, החלפת מקום המשוואות: הבאותפעולות ניעזר ב כך לשם

חיבור של משוואה המוכפלת בביטוי כלשהו אל משוואה אחרת השייכת , 0-במספר שונה מ

גם לפעמים מופיע . פי משוואות אחרותהצבה במשוואה אחת של מערכת ל, למערכת זו

 פתרונות תקבלכאלו יש להיזהר מ במקרים. צורך להעלות משוואה כלשהי בריבוע

  . מיותרים

הפעולות המתוארות לעיל לא נקבל בקלות את המשוואה המקשרת בין ביצוע אם לאחר    

  :  נמשיך את מאמצינו בדרך הבאה,1y- ו1xהנעלמים  

2-נבחר ב    2k 2ת מתוך  משוואו− 1k  ועל סמך ,(**) משוואות אשר כלולות במערכת −

2משוואות אלו ננסה להביע את הנעלמים   2, , ..., ,
k k

x y x y 1 באמצעות הנעלמיםx1- וy .

2-אם בחירתנו ב 2k  יהיה להביע את הנעלמים אז כנראה אפשר, וואות תהיה נכונהש מ−

2 2, , ..., ,
k k

x y x y 1 באמצעות הנעלמיםx1- וy ,תבונן במערכת המורכבת מכיוון שאם נ

זו מערכת תהיה , כאל נעלמים ולא, כאל פרמטרים 1y- ו1xתייחס אל  ות אלו ונממשווא

2של  2k 2 משוואות עם − 2k   . נעלמים−

  אם לאחר שנבצע את כל מה שנאמר לעיל נקבל כי                    

)3(        2 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 1 1( , ), ( , ), , ( , ), ( , )k k k kx f x y y g x y x f x y y g x y− −= = = =…   

                                                                                                                             

2מתוך   2k 2 הגדלים − 2 3 3, , , , , ,
k k

x y x y x y… , אז כבר מתחילת פתרון הבעיה אפשר להתרכז

2בניסיון להרכיב מערכת של   1k m− 2k משוואות עם − m−ולא להתבונן כלל במערכת  ,  נעלמים

2 1k   ).ראו פרק הבא( נעלמים 2kעם   משוואות−
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2אך לא נמצאת בין , (**) והמשוואה אשר כלולה במערכת  2k אשר נבחרו  המשוואות −

  היא

)4(                                   1 1 2 2( , , , , ..., , ) 0k kF x y x y x y =,  

                                           : נקבל)3(אז לאחר שנציב במשוואה האחרונה לפי המשוואות הרשומות בשורה 

               1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1( , ( , ), ( , ), ..., ( , ), ( , )) 0k kF x f x y g x y f x y g x y− − =  

  היאוואה של המקום הגיאומטרי הנדרשת על סמך משוואה זו נוכל להסיק כי המש

                  1 1 1 1( , ( , ), ( , ), ..., ( , ), ( , )) 0k kF x f x y g x y f x y g x y− − =       

2ים מנציין שאם חלק מהנעל    2, , ..., ,
k k

x y x y אז אין צורך , )4(לא משתתפים במשוואה

ע את שאר  להבי אפשר, כמובן,אם (1y- ו1xלהביע את נעלמים אלו באמצעות הנעלמים 

.  )4( במשוואה מופיעים בלי לעשות זאת עבור הנעלמים שאינם 1y- ו1xהנעלמים באמצעות 

2 בדיוק מכאן נובע כי לא תמיד יש צורך לבחור 2k 2 מתוך  − 1k  משוואות אשר −

2לפעמים מתוך  , (**)כלולות במערכת  1k של  לבחור מספר קטן יותר אפשר אלו −

  .משוואות

  

  . תוכנית זו לפתרון הבעיהלפעול לפינתחיל    

1נקודה , לפי הסימון    1( , )P x y היא נקודת מפגש האלכסונים במלבן שרירותי המקיים 

  ? שיעורים של אילו עוד נקודות עלינו להתבונןב. (2)- ו)1(את תנאים  

2yאחד מהם נמצא על הישר . שני קודקודים של המלבן   בבעיה נזכרים  x= והשני על 

4y הישר x= .דקוד המלבן נסמן את קו.  אחד מול השנישני קודקודים אלה נמצאים

2yהישר   עלהנמצא x=2 -  ב 2( , )A x y4 על הישר  ואת הקודקוד הנמצאy x=ב -

3 3( , )C x y.  

2נקודה     2( , )A x y2ת על הישר  נמצאy x=ורק אם מתקיים אך :  

)5(                                                           2 22y x=  
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3נקודה     3( , )C x y 4ת על הישר נמצאy x=ורק אם מתקיים אך :  

)6(                                                            3 34y x=  

 במלבן AC היא אמצע האלכסון Pנקודה לכן . אלכסונים במלבן חוצים זה את זה

  מכאן. המדובר

)7(                                                         2 3
1

2

x x
x

+
=  

 )8(                                                        2 3
1

2

y y
y

+
=  

  

                       

3 3( , )C x y  

1 1( , )P x y

 
2 2( , )A x y  

B  

D  

y  

x  

2y x=  

4y x=  
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1כעת ברשותנו ארבע משוואת עם הנעלמים     1 2 2 3 3, , , , ,x y x y x y : ו)7(, )6(, )5(משוואות -

  ? עודכמה משוואות עלינו להרכיב. )8(

ב עוד משוואה אחת עם  להרכיעלינו.  אנו מרכיבים משוואות עבור שישה נעלמים   

  .  שתהיה ברשותנו מערכת של חמש משוואות עם שישה נעלמיםכדיל "הנעלמים הנ

  ?במה מהנתון בבעיה עוד לא השתמשנו   

  פי הנתון ללא השתמשנו בכך ש   

  .' יח3- ו' יח4אורכי הצלעות של המלבן המדובר הם                )9(

-ב) Cולקודקוד  (Aנסמן את אחד הקודקודים של המלבן המדובר הסמוכים לקודקוד    

Bואת השני ב -D.  

  : מתקיים)9(פי טענה ל   

BC'  יח3                                            )10( AB'  יח4  ,= =  

  או

BC'  יח4                                            )11( AB'  יח3  ,= =  

  לפי משפט פיתגורס מתקיים. ABCD של המלבן ACהאלכסון  לחשב את אורך אפשר   

 )12(                                                2 2 2
AC AB BC= +  

  : נקבל,)11(פי שורה  או ל)10(פי שורה אם נציב בשוויון האחרון ל   

2ר " יח25                                                 2 24 3AC = + =  

  מכאן

AC'  יח5                                                        )13( =  

מרחק בין שתי חישוב לניעזר בנוסחה :  בדרך אחרתACכעת נחשב את אורך הקטע    

  :לפי נוסחה זו מתקיים. נקודות במישור

 )14(                                       2 2

2 3 2 3( ) ( )AC x x y y= − + −  

   נובע כי)14(- ו)13(משורות    



 הדרך המובילה למשוואת המקום הגיאומטרי. 25

  
    אין לצלם ולהעתיק ספר זה–כל הזכויות שמורות למיכאל בלאוסוב    © 

226

)15(                                          2 2

2 3 2 3( ) ( ) 5x x y y− + − =                                      

  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה   

)16(                                          2 2

2 3 2 3( ) ( ) 25x x y y− + − =  

 בשתי דרכים AC חישבנו את אורך הקטע )16(שימו לב כי על מנת להרכיב את משוואה    

  .   דרך חשובה להרכבת משוואותהואהו בשתי דרכים שונות חישוב גודל כלש. שונות

2גם נציין כי עבור כל זוג נקודות     2( , )A x y3- ו 3( , )C x y 16( המקיימות את משוואה( 

  .' יח3- והשנייה ל' יח4-סמוכות שווה לה שאחת משתי צלעותיו ABCD מלבן קיים

  :כעת נוכל להתבונן במערכת הבאה של חמש משוואות עם שישה נעלמים   

   )17(                              

2 2

3 3

2 3

1

2 3

1

2 2

2 3 2 3

2

4

2

2

( ) ( ) 25

y x

y x

x x
x

y y
y

x x y y


 =


=
 +

=


+
=


− + − =

  

, 2x ננסה להביע בהסתמך על ארבע המשוואות הראשונות של מערכת זו את הנעלמים      

2y, 3x3- וy  1  באמצעות הנעלמיםx1- וy  .  

  :ונקבל, הלפי שתי המשוואות הראשונות של )17(של מערכת       נציב במשוואות הרביעית 

)18(                                  

2 2

3 3

2 3
1

2 3
1

2 2

2 3 2 3

2

4

2

2 4

2

( ) ( ) 25

y x

y x

x x
x

x x
y

x x y y


 =


=
 +

=


+
=


− + − =
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     נתבונן במערכת 

    )19(                                              

2 3

1

2 3

1

2

2 4

2

x x
x

x x
y

+
=


+ =



  

מערכת המשוואות  .)18( משוואותואות השלישית והרביעית של מערכת המורכבת מהמשו

  :ת הבאההאחרונה שקולה למערכת המשוואו

)20(                                                
2 3 1

2 3 1

2

2 4 2

x x x

x x y

+ =


+ =
  

  .1y- ו1x באמצעות 3x ואת 2x את נביעבהסתמך על מערכת המשוואות האחרונה    

, 2-ה המוכפלת במשוואה הראשונה את )20(משוואה השנייה של מערכת הנחסר מ   

  :נקבלו

                                                       
2 3 1

3 1 1

2

2 2 4

x x x

x y x

+ =


= −
  

  :נקבל. 2-משוואה השנייה של המערכת האחרונה בהנחלק את    

                                                           
2 3 1

3 1 1

2

2

x x x

x y x

+ =


= −
  

  :נקבלו ,פי המשוואה השנייהנה של מערכת המשוואות האחרונה לנציב במשוואה הראשו   

                                                 2 1 1 1

3 1 1

2 2

2

x y x x

x y x

+ − =


= −
  

  :שקולה למערכת המשוואות הבאהמערכת המשוואות האחרונה    

)21(                                                     2 1 1

3 1 1

4

2

x x y

x y x

= −


= −
         

 שקולה )18(לכן מערכת משוואות . )19(משוואות  שקולה למערכת )21(מערכת משוואות 

  :                                          למערכת המשוואות הבאה
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2 2

3 3

2 1 1

3 1 1

2 2

2 3 2 3

2

4

4

2

( ) ( ) 25

y x

y x

x x y

x y x

x x y y

 =


=


= −
 = −
 − + − =

  

נציב במשוואה הראשונה של המערכת האחרונה לפי המשוואה השלישית שלה ובמשוואה    

  :ל את המערכת הבאהנקב,  לפי המשוואה הרביעית–השנייה 

                                          

2 1 1

3 1 1

2 1 1

3 1 1

2 2

2 3 2 3

2(4 )

4( 2 )

4

2

( ) ( ) 25

y x y

y y x

x x y

x y x

x x y y

 = −


= −


= −
 = −
 − + − =

 

  :מערכת זו שקולה למערכת הבאה

                                         

2 1 1

3 1 1

2 1 1

3 1 1

2 2

2 3 2 3

8 2

4 8

4

2

( ) ( ) 25

y x y

y y x

x x y

x y x

x x y y

 = −


= −


= −
 = −
 − + − =

  

, הראשונות שלהמשוואות הרבע    נציב במשוואה החמישית של המערכת האחרונה לפי א

  :ונקבל את המשוואה הבאה

                       2 2

1 1 1 1 1 1 1 1[4 ( 2 )] [8 2 (4 8 )] 25x y y x x y y x− − − + − − − =  

  :זו שקולה למשוואה הבאהמשוואה 

                                        2 2

1 1 1 1(6 2 ) (16 6 ) 25x y x y− + − =                  

  :האחרונה שקולה למשוואה הבאההמשוואה    

                                            2 2

1 1 1 1292 216 40 25x x y y− + =  
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משוואה הבאה של הנקבל את ו, y- ב1y ואת x- ב1xנחליף במשוואה האחרונה את    

  :המקום הגיאומטרי המדובר

                                             2 2292 216 40 25x xy y− + =  

  .ל"מש
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   אותה שיטה–מקום אחר   .26

  

  . שלימדו אותנו מה מה שנשאר לאחר ששכחנו את כלהיאהשכלה    

  )המרקיז הראשון מהליפקס, סאוויל' ורג'ג(       

  

  

 מדע הוא לא רק. זו טעות גדולהו, "ידע"למושג " מדע"לעתים קרובות אנשים מתבלבלים בין המושג    

  . להשתמש בידע כפי שצריךיכולתה ,  כלומר.אלא גם תודעה, ידע

   )בסקי'וסילי קלוצ(     

  
  
 

 .   
  רובשוכחים רוב האנשים את, תיכון ובאוניברסיטהתום הלימודים ב לאחר קצרזמן    

שנותרים בזיכרונם לאחר שנות לימודים  הדברים החשובים ביותר .הנוסחאות שלמדו שם

 םוא. "כוח המוח" ודרכי חשיבה, ות עיקרייםרעיונ,  מושגי יסוד בתחומים שלמדורבות הם

 מה -  נוסחאותאלא רק שיננו, כיצד לחשובלא למדו ו לא הבינו את הרעיונות העיקריים

  ? תעודות ואולי כמה מושגים ועובדותמלבד נשאר להם בסופו של דבר 

בלי להוכיח (הנוכחי אפשר לפתור מהר יותר אם נעזרים את הבעיה אשר נפתור בפרק    

 ,המאפשרות לחשב את השיעורים של נקודת מפגש התיכונים במשולש  בנוסחאות)אותן

נוכיח את הנוסחאות בעצמנו . לא נבחר בדרך קלה זו. אם ידועים השיעורים של קודקודיו

  .תוך כדי פתרון הבעיה

  
  
  
  

בכל אחד מהמשולשים הקודקוד של הזווית הישרה . נתונים משולשים ישרי זווית. בעיה

,2)נמצא בנקודה  2x על ישר ם של אחת משתי הזוויות החדות נמצאהקודקודי, (4 = −, 

2y על ישר השנייה נמצאואילו הקודקוד של הזווית החדה  מצאו את משוואת המקום . =

  .של נקודות המפגש של התיכונים במשולשים אלוהגיאומטרי 
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  .יבה ופתרוןדרך החש

  ?מה צריך למצוא   

 התיכונים במשולשים צריך למצוא את משוואת המקום הגיאומטרי של נקודות מפגש   

  . תנאיםהמקיימים כמה

  ?אילו תנאים מקיימים המשולשים   

  פי הנתוןל   

  ;המשולשים הם ישרי זווית –

,2) בנקודה ית הישרה בכל אחד מהמשולשים נמצאהקודקוד של הזוו – 4);  

2x על הישר יות החדות בכל אחד מהמשולשים נמצאהקודקוד של  אחת הזוו – = −;  

2y על הישר הקודקוד של הזווית החדה השנייה בכל אחד מהמשולשים נמצא – =.  

ת נקודת המפגש של נסמן א. ל"נתבונן במשולש שרירותי המקיים את כל התנאים הנ   

,2)את הקודקוד של משולש זה המתלכד עם הנקודה , P-התיכונים במשולש זה ב  - ב(4

A , 2 על הישר  הקודקוד הנמצאאתx = 2y על הישר ת הקודקוד הנמצאוא, B -  ב− = 

  .C-ב

  

                           

    

  

(2,4)A B 

2x = − 

2y = 

C 

y  

x 

M 
P 
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  יד לרשום כינוכל מ, ן בבעיה ועל הסימון שנעשהבהסתמך על הנתו 

)1(                                       2
C

y = ,  2
B

x = −, 4
A

y =, 2
A

x =  

    -ו

)2(                                                         90BAC = °∡  

 באמצעות Pנקודה המאפשרות להביע את השיעורים של , נוסחאות הבאותה ישנן   

  :השיעורים של קודקודי המשולש המדובר

)3(                                                    
3

A B C
P

x x x
x

+ +
=  

)4(                                                   
3

A B C
P

y y y
y

+ +
=.   

האם קיים : צמנו נשאל את ע)4(- ו)3(נוסחאות במטרה לקבל את . קבל אותן בעצמנונ

  ?משפט גיאומטרי שנוכל להיעזר בו לשם כך

זה את זה לשני קטעים כך כל שני תיכונים במשולש מחלקים : לפיושקיים משפט    

  .שהקטע הקרוב לקודקוד גדול פי שניים מהקטע הקרוב לצלע

ל על נקודת "לפי המשפט הנ. AM ונתבונן בתיכון M- בBCנסמן את אמצע הצלע    

  :מתקייםהמפגש של תיכונים במשולש 

)5(                                                           2
AP

PM
=  

:  ומתקייםAM נמצאת על הקטע Pאם נקודה : לפיושננסה להיעזר במשפט 

AP m

PM n
λ=   :אז מתקיים , =

                                       ,
1

M A M A
P P

mx nx x x
x x

m n

λ
λ

+ +
= =

+ +
  

                                      ,
1

M A M A
P P

my yx y y
y y

m n

λ
λ

+ +
= =

+ +
  

,2 להסיק כי אפשר )5(על סמך טענה     1, 2m n λ= =   :לכן מתקיים. =
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)6(                                                        
2

2 1

M A
P

x x
x

+
=

+
   

)7(                                                      
2

2 1

M A
P

y x
y

+
=

+
  

  מכאן  . BC היא אמצע הקטע Mנקודה    

)8(                                                       
2

B C
M

x x
x

+
=  

)9(                                                      
2

B C
M

y y
y

+
=  

  :נקבלו, )8(פי שוויון ל )6(נציב בשוויון    

                                                    
2

2

3

B C
A

P

x x
x

x

+
⋅ +

=  

  .)3(השוויון האחרון שקול לשוויון 

  :נקבלו, )9(שוויון לפי  )7(כעת נציב בשוויון    

                                                  
2

2

3

B C
A

P

y y
y

y

+
⋅ +

=                                                                               

  .)4( לשוויון ולהשוויון האחרון שק

  נוכל להתבונן במערכת המשוואותכעת . )4(- ו)3(ם הוכחנו את שוויוני   
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3

3

2

4

2

2

A B C
P

A B C
P

A

A

B

C

x x x
x

y y y
y

x

y

x

y

+ + =


+ + =
 =


=
 = −
 =

  

: הנעלמים הם( נעלמים 8 משוואות עם 6זאת מערכת של  .))4(- ו)3(,)1(שורות ראו (
A

x ,

A
y ,

B
x ,

B
y ,

C
x ,

C
y  ,

P
xו -

P
y .(שתהיה ברשותנו ה אחת כדיוואעלינו להרכיב עוד מש 

  .  נעלמים8 משוואות עם 7מערכת של 

במה מהנתון בבעיה עוד לא : במטרה להרכיב עוד משוואה אחת נשאל את עצמנו   

  ?השתמשנו

  .)2(לא השתמשנו בטענה    

  ?)2(להסיק על סמך טענה אפשר אילו מסקנות    

   להסיק כי  אפשר)2(על סמך טענה    

  
  

  :מכאן לפי משפט פיתגורס נובע כי מתקיים   

)10(                                                  2 2 2
BC AB AC= +                                       

לפי : פך גם נכוןנוסיף כי הה.  מתקיים)10( גם שוויון , מתקיים)2(קיבלנו שאם שוויון    

  1. מתקיים)2(גם שוויון ,  מתקיים)10(אם שוויון , משפט הפוך למשפט פיתגורס

  :מרחק בין שתי נקודות נקבלחישוב נוסחה להבעזרת    

                                            2 2( ) ( )B C B CBC x x y y= − + −   

                                                
  . לא מתלכדות זו עם זו C- וA ,Bנקודות דות מבין י נקווזה בתנאי שאף שת 1

 ישר זווית זה היא הצלע שיתר במשולה,  הוא משולש ישר זוויתABCמשולש 

BC והניצבים הם הצלעות ABו -AC.  
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                                            2 2( ) ( )B A B AAB x x y y= − + −  

                                            2 2( ) ( )C A C AAC x x y y= − + −  

  :  נקבלו, ים האחרונים לפי שלושת השוויונ)10(נציב בשוויון    

)11(  2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
B C B C B A B A C A C A

x x y y x x y y x x y y− + − = − + − + − + −  

  .ל"הרכבנו את המשוואה השביעית עם הנעלמים הנ   

 בצורה )2(שוויון  לפרש את אפשר. שביעית בדרך אחרת להרכיב את המשוואה האפשר   

  :הבאה

  .AC  מאונך לישרABהישר                                           

  ?שני ישרים יהיו מאונכים זה לזהשמהו התנאי המספיק וההכרחי לכך    

  : לתת את התשובות הבאותאפשרלשאלה זו    

קטור כלומר ו (1ℓישר כיוון של הקטור  אך ורק אם ו2ℓ מאונך לישר 1ℓהישר : ' אתשובה

0-שונה מ   .2ℓן של הישר כיווהמאונך לווקטור )  או מקביל לו1ℓישר על ה  נמצא=(0,0)

1הישרים : 'תשובה ב 1 1 1: 0a x b y c+ + =ℓ2- ו 2 2 2: 0a x b y c+ + =ℓ מאונכים זה לזה  

  :                      ורק אם מתקייםאך

                                                        1 2 1 2 0a a b b+ =  

1 קטוריםשל הווון האחרון הוא מכפלה סקלרית גף השמאלי של השוויהא( 1( , )a bו -

2 2( , )a b;  

1הווקטור      1( , )a b 1 מאונך לישר 1 1 1: 0a x b y c+ + =ℓ , 2הווקטור 2( , )a b  מאונך לישר 

2 2 2 2: 0a x b y c+ + =ℓ ; 1הישריםℓ2- וℓ1 ורק הווקטורים  מאונכים זה לזה אך 1( , )a b 

2-ו 2( , )a b1מכאן הווקטורים ;  מאונכים זה לזה 1( , )a b2- ו 2( , )a b מאונכים זה לזה אך 

  .)0-לרית שלהם שווה לורק אם המכפלה הסק
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1הישרים : 'תשובה ג 1 1: y m x n= +ℓ2- ו 2 2: y m x n= +ℓורק אם   מאונכים זה לזה אך 

  :מתקיים

                                                             1 2 1m m⋅ = −  

  .ל"ניעזר בשתיים משלוש דרכים אלו לקבלת משוואה שביעית עם הנעלמים הנ   

AB ורק אם הווקטור  אךAC מאונך לישר AB ניעזר בכך הישר ראשית   
����

 מאונך 

ACלווקטור 
����

.  

  :א את שני הווקטוריםצמנ 

                                               ( , )
B A B A

AB x x y y= − −
����

    

                                               ( , )
C A C A

AC x x y y= − −
����

   

ABהווקטורים    
����

AC- ו
����

, 0- ורק אם מכפלה סקלרית שלהם שווה ל מאונכים זה לזה אך

  : ורק אם מתקייםכלומר אך

)12(                         ( )( ) ( )( ) 0
B A C A B A C A

x x x x y y y y− − + − − =         

נבצע כינוס , נעביר את כל האיברים לאגף השמאלי,  נפתח סוגריים)11( אם בשוויון   

אותו את נקבל בדיוק , −2- יתקבל בהשוויון אשראיברים דומים ולאחר מכן נחלק את 

   )11( שקולה למשוואה )12(משוואה לכן . )12( סוגריים בשוויון נפתחשוויון אשר יתקבל אם 

  . בדרך נוספת)12( נקבל את משוואה   

אז שיפועיהם מוגדרים , x- לא מאונך לציר הAC- וABהישרים אם אף אחד מ   

  :רק אם מתקייםו ונכים זה לזה אךוהישרים מא

)13(                                                    1
AB AC

m m⋅ = −   

עבור השיפוע    
AB

m של הישר ABמתקיים :  

                                                          B A

AB

B A

y y
m

x x

−
=

−
          

עבור השיפוע    
AC

m של הישר ACמתקיים :  
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                                                         C A

AC

C A

y y
m

x x

−
=

−
                

  : ונקבל,ם האחרונים לפי שני השוויוני)13(נציב בשוויון    

)14(                                          1C AB A

B A C A

y yy y

x x x x

−−
⋅ = −

− −
 

) -נכפיל את השוויון האחרון ב    )( )
B A C A

x x x x−   : ונקבל,−

)15(                          ( )( ) ( )( )
B A C A B A C A

y y y y x x x x− − = − − −  

  .)12(השוויון האחרון שקול לשוויון 

 ר את המקרים שבהם לא מתא)14( ששוויון אף על פינציין כי    
A B

x x= או 
A C

x x= , אך

  .גם אותם מתאר )15(שוויון 

  :ואות הבאהוכעת נוכל להתבונן במערכת המש   

    )16(                    

3

3

( )( ) ( )( ) 0

2

4

2

2

A B C

P

A B C

P

B A C A B A C A

A

A

B

C

x x x
x

y y y
y

x x x x y y y y

x

y

x

y

+ +
=


+ + =


− − + − − =


=

 =
 = −
 =



  

קבל על סמך המערכת אחרונה מטרתנו היא ל.  נעלמים8 משוואות עם 7זאת מערכת של 

את המשוואה המקשרת את הנעלמים 
P

xו -
P

y.  

וואות האחרונות שלה ארבע המש לפי )16(ות של מערכת נציב בשלוש המשוואות הראשונ   

במשוואה השנייה , והשישיתפי המשוואות הרביעית תר דיוק במשוואה הראשונה נציב ללי(
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ארבע ובמשוואה השלישית נציב לפי כל , פי המשוואות החמישית והשביעיתנציב ל

  :נקבלו, )המשוואות האחרונות של מערכת משוואות זו

                            

2 2

3

4 2

3

( 2 2)( 2) ( 4)(2 4) 0

2

4

2

2

C

P

B

P

C B

A

A

B

C

x
x

y
y

x y

x

y

x

y

− +
=


+ + =


− − − + − − =


=

 =
 = −
 =



  

ות של מערכת המשוואות ה המורכבת משלוש המשוואות הראשוננתבונן במערכת הבא   

  :האחרונה

)17(                           

2 2

3

4 2

3

( 2 2)( 2) ( 4)(2 4) 0

C

P

B

P

C B

x
x

y
y

x y

− +
=


+ +

=

− − − + − − =




    

  :היא שקולה למערכת המשוואות הבאה . נעלמיםהזו מערכת של שלוש משוואות עם ארבע

                                                               

3

6

3

2 8 0

C

P

B

P

C B

x
x

y
y

x y


=


+

=


+ − =



  

-הנבודד את    
C

x ה במשוואה הראשונה ואת-
B

yנקבל ו,  במשוואה השנייה של מערכת זו

  :ערכת הקודמתמולה לקמערכת הבאה השהאת 
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3

3 6

2 8 0

C P

B P

C B

x x

y y

x y

=


= −
 + − =

  

נקבל ו, פי שתי המשוואות האחרונותהמערכת האחרונה לנציב במשוואה השלישית של    

  :את המשוואה הבאה

                                              2 3 3 6 8 0
P P

x y⋅ + − − =  

  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה

                                                  6 3 14 0
P P

x y+ − =  

  :המשוואה של המקום הגיאומטרי אשר התבקשנו למצוא היא

                                                    6 3 14 0x y+ − =  

  :המשוואה המפורשת של הישר היא. המקום הגיאומטרי המדובר הוא ישר

                                                      
1 1

2
2 3

y x= − +  

  

 השייכת Pודה שרירותית  של נקאם מיקומה, כפי שכבר אמרנו בפרק הקודם. הערה

 של ת על ידי מיקומןמשמעי-את משוואתו צריך למצוא נקבע חדלמקום הגיאומטרי ש

1k ) נקודות − , )
k k

x y ,  ...,3 3( , )x y, 2 2( , )x y של  רכיםע  ונתוניםm  2 מתוך 2k − 

2הנעלמים   2 3 3, , , , , ,
k k

x y x y x y… ,להתרכז בניסיון  אז כבר מתחילת פתרון הבעיה אפשר

2להרכיב מערכת של   1k m− 2k משוואות − m−לל במערכת  כ ולא להתבונן,  נעלמים

2 1k   . נעלמים2k משוואות עם −

 4משוואות עם  3 של )17(בבעיה אשר פתרנו בפרק זה יכולנו להרכיב את מערכת    

  . נעלמים8 משוואות עם 7 של )16(בלי להתבונן במערכת נעלמים 
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   ושוב אותה שיטה,עוד מקום   .27

  

  .שליבעיה שלו לבעיה ה  את והוא מנסה להפוך, כאשר למישהו אחר יש בעיהצצותבעיות שלי ה   רוב 

  

 באליפסה .בעיה
2 2

1
100 25

x y
+ תלכדת  של המשולש מACהצלע . ABC חסום משולש =

 מעבירים Aוד דרך קודק.  נמצא על האליפסהBקודקוד . עם הציר הקטן של האליפסה

מצאו את . BC מעבירים ישר שמאונך לישר Cקודקוד  דרך . ABישר שמאונך לישר 

  .מפגש של אנכים אלוההמקום הגיאומטרי של נקודות 

  
  . דרך החשיבה ופתרון

  ?ה צריך למצואמ   

  . תנאיםל נקודות שכל אחת מהן מקיימת כמהצריך למצוא את המקום הגיאומטרי ש   

  ? באילו תנאים מדובר   

 . P- נסמן נקודה שרירותית מהמקום הגיאומטרי המדובר ב,שאלה זולפני שנענה על   

  .האחרונה בצורה הבאההשיב על השאלה כעת נוכל ל

  : חייבת לקיים אך ורק את התנאים הבאיםPנקודה    

)1(                                                         AP AB⊥;  

)2(                                                         CP BC⊥       .   

   הן קודקודים של משולש חסום באליפסהC- וA ,Bכאן הנקודות 

)3(                                                     
2 2

1
100 25

x y
+ =,  

  ;)3( של המשולש היא הציר הקטן באליפסה ACהצלע                )4(

  .)3(ת על אליפסה  נמצאB הנקודה                                  )5(

  8  משוואות עם  7ננסה להרכיב    .C- וA ,B הנקודות  תלוי במיקוםPנקודה מיקום    

 :הנעלמים הבאים
A

x ,
A

y ,
B

x ,
B

y ,
C

x ,
C

y  ,
P

xו -
P

y.  
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  ? הציר הקטן באליפסהמהו:  ונשאל את עצמנו)4(טענה נתרכז ב   

  אם נתונה אליפסה   

                                                           
2 2

2 2
1

x y

a b
+ =  

  : ומתקיים

)6(                                                              a b> ,  

,0)טן של אליפסה זו הוא הקטע המחבר את הנקודות אז הציר הק )b−0) - ו, )b)  הציר

)הגדול של אליפסה זו הוא הקטע המחבר את הנקודות  ,0)a−ו - ( ,0)a(.1   

  : מתקיים)3(אליפסה עבור    

 )7(                                                       10, 5a b= =  

שוויון  מכאן ומ. מתקיים)6(שוויון - אי)3(מסיקים כי עבור אליפסה  )7(בהסתמך על שורה 

5b    נובע כי=

,0) הוא הקטע המחבר את הנקודות )3( טן של אליפסההציר הק    )8(                                                    .(0,5)- ו−(5

   נובע כי )8(- ו)4(מטענות    

 )9(                                                    (0,5), (0, 5)A C −    

  או

)10(                                                   (0, 5), (0,5)A C−     

   מסיקים כי)9(על סמך טענה . מתקיימת )9( טענה שבו במקרה תרכזנ   

                                                           0, 5
A A

x y= =   

                                                         0, 5
C C

x y= = −                                            

  . משוואותשלושעלינו להרכיב עוד . ל"עם חלק מהנעלמים הנ משוואות 4הרכבנו    
  

                                                
  .גם לאורכי הקטעים קוראים בהתאמה הציר הגדול והציר הקטן של האליפסה 1



  ושוב אותה שיטה,עוד מקום. 27

  
 זה   אין לצלם ולהעתיק ספר –כל הזכויות שמורות למיכאל בלאוסוב    © 

242

            
     
  
  : ורק אם מתקייםטענה זו מתקיימת אך. )5( בטענה רכזנת 

                                                            
2 2

1
100 25

B B
x y

+ =                                                            

  . עלינו להרכיב עוד שתי משוואות.  משוואותחמשכעת ברשותנו    

  ?במה מהנתון עוד לא השתמשנו   

  .)2(- ו)1( לא השתמשנו בטענות   

אם השיפוע    
AB

m של הישר AB  וגם השיפוע 
AP

m של הישר AP1(אז טענה ,  מוגדרים( 

  : ורק אם מתקייםמתקיימת אך

)11(                                                     1
AP AB

m m⋅ = −.  

עבור השיפוע    
AB

m של הישר ABמתקיים :  

)12(                                                     B A

AB

B A

y y
m

x x

−
=

−
  

עבור השיפוע    
AP

m של הישר APמתקיים :  

A 

B 

C 

P 

x  

y  
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 )13(                                                    P A

AP

P A

y y
m

x x

−
=

−
  

  :נקבלו, )13(- ו)12(ים  לפי שוויונ)11(נציב בשוויון    

 )14(                                         1P A B A

P A B A

y y y y

x x x x

− −
⋅ = −

− −
  

)-נכפיל אותה ב. ל"קיבלנו עוד משוואה אחת עם הנעלמים הנ    )( )
P A B A

x x x x− − ,

  :נקבלו

                              ( )( ) ( )( )
P A B A P A B A

x x x x y y y y− − = − − −  

  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה   

)15(                     ( )( ) ( )( ) 0
P A B A P A B A

x x x x y y y y− − + − − =  

  : בדרך נוספת)15(משוואה נקבל את    

   ורק אם  אךAB מאונך לישר APהישר    

                                                              AP AB⊥
���� ����

.  

AP ורק אם המכפלה הסקלרית של הווקטורים הטענה האחרונה מתקיימת אך   
����

AB - ו
����

 

  :0-שווה ל

)16(                                                    0AP AB⋅ =
���� ����

 .  

  :מתקיים   עבור הווקטורים המופיעים בשוויון האחרון 

)17(                                          ( , )
P A P A

AP x x y y= − −
����

    

)18(                                           ( , )
B A B A

AB x x y y= − −
����

   

  .)15(נקבל את משוואה , )18(- ו)17(שורות  לפי )16(כאשר נציב בשוויון    

  : את המשוואה הבאה,)2( על סמך טענה , בתור תרגילעצמכםקבלו ב   

)19(                            ( )( ) ( )( ) 0
P C B C P C B C

x x x x y y y y− − + − − =  
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  :כעת נוכל להתבונן במערכת המשוואות הבאה   

                              
2 2

0

5

0

5

1
100 25

( )( ) ( )( ) 0

( )( ) ( )( ) 0

A

A

C

C

B B

P A B A P A B A

P C B C P C B C

x

y

x

y

x y

x x x x y y y y

x x x x y y y y


 =


=
 =

= −

 + =

 − − + − − =

− − + − − =

     

  . נעלמים8 משוואות עם 7זאת מערכת של 

נה  הראשואות האחרונה לפי המשוואותית של מערכת המשוונציב במשוואה השיש   

  :נקבל. פי המשוואות השלישית והרביעיתובמשוואה השביעית ל, והשנייה

                                                 
2 2

0

5

0

5

1
100 25

( 5)( 5) 0

( 5)( 5) 0

A

A

C

C

B B

P B P B

P B P B

x

y

x

y

x y

x x y y

x x y y


 =


=
 =

= −

 + =

 + − − =


+ + + =

     

כעת נוכל להתרכז במערכת הבאה המורכבת משלוש המשוואות האחרונות של מערכת    

  : הקודמתהמשוואות
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)20(                                    

2 2

1
100 25

( 5)( 5) 0

( 5)( 5) 0

B B

P B P B

P B P B

x y

x x y y

x x y y


+ =


+ − − =

 + + + =


  

  .זאת מערכת של שלוש משוואות עם ארבעה נעלמים

, ית של מערכת המשוואות האחרונה את המשוואה השנייהשלישהנחסר מהמשוואה    

  :נקבלו

)21(                         

2 2

1
100 25

( 5)( 5) 0

( 5)( 5) ( 5)( 5) 0

B B

P B P B

P B P B

x y

x x y y

y y y y


+ =


+ − − =

 + + − − − =


  

  :ואות האחרונה שקולה למשוואה הבאה המשוהאחרונה במערכתהמשוואה    

                    5 5 25 ( 5 5 25) 0P B P B P B P By y y y y y y y+ + + − − − + =  

  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה  

                                                              P By y= −  

  :  שקולה למערכת המשוואות הבאה)21(לכן מערכת 

                                     

2 2

1
100 25

( 5)( 5) 0

B B

P B P B

P B

x y

x x y y

y y


+ =


+ − − =

 = −


  

  : ונקבל,נציב במשוואה השנייה של המערכת האחרונה   
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2 2

1
100 25

( 5)( 5) 0

B B

P B B B

P B

x y

x x y y

y y


+ =


+ − − − =

 = −


  

  : ונקבל את המערכת הבאה,האחרונה של המערכת ם במשוואה השנייהנפתח סוגריי   

                                              

2 2

2

1
100 25

25 0

B B

P B B

P B

x y

x x y

y y


+ =


− + =

 = −


  

  :המערכת האחרונה שקולה למערכת הבאה   

                                                  

2 2

2

1
100 25

25

B B

P B B

P B

x y

x x y

y y


+ =


− = −

 = −


  

-משוואה השנייה של המערכת האחרונה את המשוואה הראשונה המוכפלת בהנחבר אל    

  :נקבלו, 25

 )22(                                              

2 2

2

1
100 25

0
4

B B

B

P B

P B

x y

x
x x

y y


+ =




+ =


= −



     

  :האחרונה שקולה למשוואה הבאההשנייה של המערכת המשוואה 

                                                     ( ) 0
4

B

B P

x
x x + =  
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  מכאן 

                                                              0Bx =  

   או

 )23(                                               0
4

B

P

x
x + =     

0Bx שבובמקרה       . Cנקודה  או עם Aנקודה  מתלכדת עם Bנקודה , =

על , ABC אי אפשר לדבר על משולש , Aנקודה  מתלכדת עם Bנקודה , לדוגמה, כאשר   

לכן . )AC ועל אנך לישר BCאפשר לדבר על ישר שעל אף פי ( ועל אנך לישר זה ABישר 

0Bx עלינו להוציא את המקרה שבו =.  

  : שקולה למשוואה הבאה)23(משוואה    

)24(                                                       4B Px x= −.  

 ואת המשוואה השלישית )24( את המשוואה השנייה במשוואה )22(נחליף במערכת 

  במשוואה

                                                              B Py y= −  

  :נקבלו, שקולה להה

                                                       

2 2

1
100 25

4

B B

B P

B P

x y

x x

y y


+ =


= −

 = −


  

, פי שתי המשוואות האחרונות שלהלכת האחרונה נציב במשוואה הראשונה של המער

  :נקבלו
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2 216
1

100 25

4

P P

B P

B P

x y

x x

y y


+ =


= −

 = −


  

  :מערכת האחרונה שקולה למשוואה הבאהבהמשוואה הראשונה 

                                                      
2 2

2 2
1

(2.5) 5

P Px y
+ =   

  המקום הגיאומטרי המדובר הוא אליפסה                                                                

                                                      
2 2

2 2
1

(2.5) 5

x y
+ =  

,0)- וA(0,5)להוציא הנקודות  5)C  הוא הציר הגדול של ACשימו לב כי הקטע . −

  .y-מוקדי האליפסה נמצאים על ציר ה. האליפסה האחרונה

 .אותה תשובהאת מקבלים  , מתקיימת)10( טענה במקרה שבו  
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   באותה דרךליעד הרביעי   .28

  

כלי העזר המעניקים יתרון והוא   לואם יהיו, מי שיכולת החשיבה שלו אינה גבוהה אני משוכנע כי גם    

כפי שילד יכול בעזרת ,  מאשר בעל יכולת חשיבה גבוההלהגיע להישגים גבוהים יותריוכל , עמםתרגל י

  .תר מאשר אמן בלי סרגלוסרגל להעביר קו טוב י

  )גוטפריד לייבניץ(                

  

  

  

  

2שוואתו  נמצאת על מעגל שמAנקודה . בעיה 2 36x y+ רדיוס של מעגל זה המועבר . =

2 חותך את המעגל Aנקודה אל  2 4x y+ ישר  עובר הAדרך נקודה . B בנקודה =

שני הישרים נחתכים . x- הישר המאונך לציר ה עוברB ודרך נקודה y-המאונך לציר ה

  .P כל הנקודות מהו המקום הגיאומטרי של. Pבנקודה 

  

  

  .נפתור את הבעיה בשתי דרכים שונות   

  

  .'א דרך החשיבה ופתרון

  ?מה אנחנו מתבקשים לעשות בבעיה זו   

 Pמהו המקום הגיאומטרי של כל הנקודות : אנחנו מתבקשים לענות על השאלה הבאה   

  .  המתוארת בבעיהאשר נבנו בדרך

וא את אז עלינו קודם כל למצ, אם המקום הגיאומטרי הוא קו או חלק מקו כלשהו   

  .לאחר מכן עלינו לנסות לברר לאיזה סוג של קווים קו זה שייך. משוואת הקו

ת את משמעי- קובע חדB- וAנקודות על סמך הנתון בבעיה מסיקים כי מיקומן של    

: ב חמש משוואות עם שישה הנעלמים הבאיםננסה להרכי.  Pנקודה מיקומה של 
A

x ,

A
y,

B
x ,

B
y ,

P
xו -

P
y.  

  , פי הנתון בבעיהראשית ניעזר בכך של   
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  .y-מאונך לציר הה נמצאת על אותו ישר P- וAהנקודות                    )1(

  .x-מאונך לציר הה נמצאת על אותו ישר P- וBהנקודות                    )2(

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  : שקולה לטענה הבאה)1(טענה    

)3(                                                            
A P

y y=  

  : שקולה לטענה הבאה)2(ואילו טענה 

 )4(                                                            
B P

x x=  

  פי הנתון כעת ניעזר בכך של   

2 מעגלת על ה נמצאAנקודה                                     2 36x y+ = .  

  : ורק אם מתקייםךטענה זו מתקיימת א

)5(                                                     2 2 36
A A

x y+ =  

   ?Bומה נאמר בבעיה על נקודה  

   

A

B

P

y

x

 
6

6

6−

6−

2

2

2−

2− O 
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  פי הנתון ל   

  

2רדיוס המעגל ; O(0,0) בנקודה ל נמצא"ם של שני המעגלים הנמרכז 2 4x y+  2 הוא =

2רדיוס המעגל  ; 'יח 2 36
A A

x y+    נובע כי(6)ה נלכן מטע. ' יח6 הוא =

                                                                6OA =  

 )7(                                                           2OB =  

                                                          BA OA OB= −  

  :נקבלו, ים הקודמיםנציב בשוויון האחרון לפי שני השוויונ   

)8(                                                     6 2 4BA = − =  

   מסיקים כי )8(- ו)7(ים ל סמך שוויונע   

:1  ביחסOA מחלקת את הקטע Bנקודה                             2   

הרי  (
2 1

4 2

OB

BA
= =.(  

ע ביחס נתון ניעזר בנוסחאות המקשרות בין השיעורים של הנקודה המחלקת את הקט   

  :נקבלו, ות הקטעלבין השיעורים של קצ

)9(                                    
2 1 2 0 1

1 2 1 2 3

O A A A
B

x x x x
x

+ ⋅ ⋅ + ⋅
= = =

+ +
    

)10(                                 
2 1 2 0 1

1 2 1 2 3

O A A A
B

y y y y
y

+ ⋅ ⋅ + ⋅
= = =

+ +
  

 )5(, )4(, )3(המשוואות : ל"כעת ברשותנו חמש משוואות עם שישה הנעלמים הנ   

  :והמשוואות

)11(                                                          
3

A
B

x
x =,  

2 היא נקודת החיתוך של מעגל Bנקודה  2 4x y+  עם רדיוס =

2המעגל  2 36x y+   .A נקודה  המועבר אל=
(6) 
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)12(                                                           
3

A
B

y
y =  

  : שקולה למשוואה הבאה)11(משוואה    

                                                                3
A B

x x=.  

  : שקולה למשוואה הבאה)12(משוואה    

                                                               3
A B

y y=.    

  נתבונן במערכת    

)13(                                                2 2 36

3

3

A P

B P

A A

A B

A B

y y

x x

x y

x x

y y

=
 =


+ =
 =
 =

                                    

  .משתי המשוואות האחרונותו )5(, )4(, )3( ממשוואות המורכבת

פי המשוואה השנייה ונקבל את אה הרביעית של המערכת האחרונה לנציב במשוו   

  : השקולה למערכת הקודמת,מערכת הבאהה

                                                      2 2 36

3

3

A P

B P

A A

A P

A B

y y

x x

x y

x x

y y

=
 =


+ =
 =
 =

  

 ,פי המשוואות הראשונה והרביעיתאה השלישית של המערכת האחרונה לנציב במשוו   

  :ונקבל את המשוואה הבאה

                                                        2 29 36
P P

x y+ =      

  :מכאן המשוואה של המקום הגיאומטרי המדובר היא

                                                           2 29 36x y+ =  
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  :נקבלו, 36-נחלק את המשוואה האחרונה ב   

                                                            
2 2

1
4 36

x y
+ =  

  :המשוואה האחרונה שקולה למשואה הבאה

                                                           
2 2

2 2
1

2 6

x y
+ =  

  :מכאן המקום הגיאומטרי המדובר הוא אליפסה עם חוצי הצירים הבאים

                                                        2, 6a b= =.  

bשוויון -האיבהסתמך על  a> 0)מוקדי האליפסה נמצאים בנקודות  מסיקים כי, )c−ו -

(0, )c ,כאן  

                                             2 2 36 4 32c b a= − = − =   

בלי להיעזר במשוואה החמישית צאנו את משוואת המקום הגיאומטרי משימו לב ש. הערה

  .)13(במערכת 

   

  

                                     

  .'דרך החשיבה ופתרון ב

 (6) להסיק מטענה אפשר,  כפי שתואר לעיל)5( - ו)4(, )3(לאחר שמקבלים את משוואות    

 מתקיימת אם  (6) לשים לב כי טענה  אפשר;מסקנות שונות מאלו שהסקנו קודם

  :                             מתקיים

)14(                                                     2 2 4
B B

x y+ =   

  וגם

)15(                                                       
OB OA

m m=  

  וגם
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)16(                                                      0
A B

x x⋅ >    

  פי השורות ל)15(נציב בשוויון    

                                                     
0

0

A A
OA

A A

y y
m

x x

−
= =

−
   

  -ו

                                                    
0

0

B B
OB

B B

y y
m

x x

−
= =

−
.  

  :נקבל

)17(                                                     B A

B A

y y

x x
=  .   

   להתבונן במערכתכעת אפשר   

)18(                                              

2 2

2 2

36

4

0

A P

B P

A A

B B

B A

B A

A B

y y

x x

x y

x y

y y

x x

x x

=
 =
 + =

 + =

 =



⋅ >

    

  .  )16(שוויון - ומאי)17(, )14(, )5(, )4(, )3(המורכבת ממשוואות  

  רביעית במשוואה                                נחליף במערכת האחרונה את המשוואה    

                                                

2

2 1 36B
B

B

y
x

x

  
 + = 
   

,   

  :נקבל את המערכת הבאהו
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2 2

2

2

36

1 4

0

A P

B P

A A

B
B

B

B A

B A

A B

y y

x x

x y

y
x

x

y y

x x

x x

=
 =
 + =


   
 + =  
    


 =



⋅ >

  

  .)18(שקולה למערכת  המערכת האחרונה 

נקבל את ו, אה הרביעית של המערכת האחרונה לפי המשוואה החמישיתנציב במשוו   

  :המערכת הבאה

 )19(                                          

2 2

2

2

36

1 4

0

A P

B P

A A

A
B

A

B A

B A

A B

y y

x x

x y

y
x

x

y y

x x

x x

=
 =
 + =


   
 + =  
    


 =



⋅ >

  

  :המשוואה הרביעית במערכת זו שקולה למשוואה הבאה   

)20(                                              

2

2 2( ) 4B
A A

A

x
x y

x

 
+ = 

 
       

  :נקבל את המשוואה הבאהו, )19(משוואה השלישית של מערכת הפי נציב במשוואה זו ל   

                                                           

2

36 4B

A

x

x

 
= 

 
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  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה

                                                              

2

1

9

B

A

x

x

 
= 

 
  

) )16(שוויון -אי ()19(האחרון במערכת שוויון -האיהמערכת המורכבת ממשוואה זו ומ  

  שקולה למשוואה

                                                                
1

3

B

A

x

x
=  

  . )19(כעת נוכל להתבונן במערכת הבאה השקולה למערכת 

 )21(                                             2 2 36

1

3

A P

B P

A A

B

A

B A

B A

y y

x x

x y

x

x

y y

x x





=
 =


+ =

 =


 =


     

  מערכת זו שקולה למערכת

)22(                                              2 2 36

3

A P

B P

A A

A B

B A

B A

y y

x x

x y

x x

y y

x x


 =


=


+ =
 =



=


  

3-הכפלנו ב(
A

x21( במערכת רביעית את המשוואה ה(  .(  
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משוואה הרביעית ונכפיל את הפי  ל)22(וואה האחרונה של מערכת אם נציב במש   

-המשוואה אשר תתקבל ב
B

x, אשר קיבלנו קודם בדרך קצרה יותר)13( נקבל את מערכת  .

 לקבל את המשוואה של כדי )13( לא חייב להגיע למערכת )22(מי שקיבל את מערכת , בעצם

  . )22(ות של מערכת  בארבע המשוואות הראשונדי בכך שיתרכז. יאומטריהמקום הג
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  )יוצאים מן המישור( ממדיים-במרחבים רב .29

.  

  

  ? מה תעשה–  נותנים לך לצאת ממנואיןאם סימנו סביבך מעגל ו   

במרחב . ממדי-במקום לנסות לפרוץ את המעגל צא מהמישור שבו אתה נמצא למרחב תלת ,אולי   

  .      ממדי אף מעגל לא יחסום אותך מלהגיע לכל נקודה-התלת

 הקימו קליפה כדורית ולא סביבך מ,שבו כל תנועותיך, ממדי כלשהו-צא במרחב תלת   ואם אתה נמ

  ?  מה תעשה–נותנים לך לצאת ממנה 

אותה קליפה כדורית שחסמה את דרכך במרחב . ממדי-ממדי למרחב ארבע-צא מהמרחב התלת,    עצתי

  . ממדי-ממדי לא תחסום אותך במרחב ארבע-תלת

אין ... שבעה, שישה, דע כי קיימים מרחבים בעלי חמישה ממדים, תךואם שוב ינסו להגביל את תנוע

וכל אחד מהם כלול באינסוף מרחבים , קיימים גם מרחבים בעלי אינסוף ממדים, יתרה מזאת. לזה סוף

  .גדולים יותר

  

  

  

אפילו במקרים שבהם לא אמרנו זאת , שבפרקים הקודמים תמידהאם שמתם לב    

2kמערכת של פתרנו ורים של נקודה כלשהי במישור את השיעכשחיפשנו , בבירור  עם +

2k  לפעמים לפתרון בעיה מסוג זה אפשר ?)מספר שלם לא שליליהוא  kכאן ( נעלמים +

שבהם מקרים גם ו אך הי, להרכיב ולפתור מערכת של שתי משוואות עם שני נעלמיםהיה 

  . היינו צריכים להתמודד עם מספר גדול יותר של נעלמים ומשוואות

 למצוא את השיעורים של נקודה מסוימת פותרים מערכת של שבו כדימקרה הנה דוגמה ל  

2k 2k  משוואות עם+  היא Mקודה אם נ :אך לא אומרים זאת בבירור, עלמים נ+

,1)אמצע הקטע המחבר את נקודות  2)A(3,8)- וB, נקודה  אז כדי למצוא את שיעוריM 

  את המערכת   , למעשה, פותרים
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)1(                                                 

2

2

1

2

3

8

A B
M

A B
M

A

A

B

B

x x
x

y y
y

x

y

x

y

+ =


+ =

 =


=
 =
 =

  

  .בלי לרשום את שש המשוואות האחרונות אחת מתחת לשנייה

1 נעלמים nפתרון של מערכת עם     2, ,...,
n

x x x ממשיים הוא n- אֶנִיָה"מבוטא (יה(" 

0מסודרת  0 0

1 2( , ,..., )
n

x x xשל מספרים ממשיים המקיימת כל משוואה של המערכת .  

1יות -n-לאוסף של כל ה 2( , ,..., )
n

a a aוראים מרחב ממשי  של מספרים ממשים קn-

1 נקרא נקודה ולמספרים  nℝאם לאיבר במרחב . nℝממדי  2, ,...,
n

a a a נקרא שיעורי 

1הנקודה  2( , ,..., )
n

a a a במרחב nℝ ,ר כי פתרון של מערכת משוואות עם וכל לומאז נn 

  . אשר שיעוריה מקיימים כל משוואה של המערכתnℝנעלמים ממשיים הוא נקודה במרחב 

במקום : )1(הנעלמים במערכת את סימון נחליף    
A

x 1 נרשוםx , במקום
A

y – 1y , במקום

B
x  –  2x , במקום

B
y – 2y , במקום

M
x  –  3x במקום ו

M
y – 3y .נקבל:  

 )2(                                                  

1 2
3

1 2
3

1

1

2

2

2

2

1

2

3

8

x x
x

y y
y

x

y

x

y

+ =


+ =

 =


=
 =
 =
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מערכת המשוואות האחרונה הוא שישיית המספרים המסודרת  פתרון    

0 0 0 0 0 0

1 1 2 2 3 3( , , , , , )x y x y x yדרת שישיית המספרים המסו. המקיימת כל משוואה של מערכת זו

,1)הזו היא הנקודה    .  6ℝ במרחב (2,3,8,2,5

0עבור כל נקודה     0 0 0 0 0

1 1 2 2 3 3( , , , , , )x y x y x y 6 במרחבℝ  0 נקרא לנקודה 0

3 3(0,0,0,0, , )x y 

0 של הנקודה )היטל אנכי(אורתוגונלי היטל  0 0 0 0 0

1 1 2 2 3 3( , , , , , )x y x y x y 3 למישור 3x y במרחב 

0נזהה את שישיית המספרים הסדורה ; זה 0

3 3(0,0,0,0, , )x y עם זוג המספרים הסדור 

0 0

3 3( , )x y ; 1)כעת נוכל לומר כי אמצע הקטע המחבר את נקודות, 2)A(3,8)- וB הוא 

3 למישור אורתוגונליהיטל  3x y 2(  של פתרון המערכת(.  

גם נניח כי .  כלשהי במישור של נקודה1y- ו1xעלינו למצוא את השיעורים כעת נניח ש   

 נעלמים ולפתור k עוד 1y- ו1x למצוא את השיעורים עלינו להוסיף אל נעלמים כדי

2kמערכת של  2k משוואות עם + 0kכאן ( נעלמים + במקרה זה נוכל לומר כי ). <

1למישור  2k+ℝבמרחב  אורתוגונלישיעוריה צריך למצוא היא היטל את הנקודה ש 1x y של 

2k של פתרון המערכת 2k משוואות עם +   . נעלמים+

תסמנו נקודה שרירותית ו, ואה של מקום גיאומטרי כלשהומשולמצוא עליכם יהיה  אם   

1 -השייכת למקום גיאומטרי זה ב 1( , )P x y ,לפתור את הבעיה בדרך המתוארת אז כדי 

 , נעלמיםkעוד  1y- ו1xנעלמים  תצטרכו להוסיף אל )28- ו27, 26פרקים   גםראו (25 בפרק

1kולהרכיב מערכת של  2k משוואות עם + 0kכאן ( נעלמים + ≥.(  

. 2k+ℝקו במרחב , דאיוקרוב לו, תתקבל יהיה המערכת שסף של כל הפתרונות שלאו   

 של הקו אורתוגונלי למצוא יהיה ההיטל האת משוואתו תתבקשוהמקום הגיאומטרי ש

1האחרון למישור  1x y.1  

  : נעלמים הגענו למערכת הבאה של שלוש משוואות עם ארבעה26פרק בסוף    

                                                
 הוא קו במרחב ℓאם  1

2k+ℝ1- ושני השיעורים הראשונים של כל נקודה במרחב האחרון הם שיעור הx 

1 למישור ℓורתוגונלי של הקו אז היטל א, 1y-ושיעור ה 1x y הוא אוסף כל הנקודות P המקיימות את 

1 היא היטל אורתוגונלי למישור Pהנקודה : התנאי הבא 1x y הנמצאת על  הקו  של נקודה כלשהיℓ.   
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)3(                                                

3

3 6

2 8 0

C P

B P

C B

x x

y y

x y

=


= −
 + − =

   

נקרא לשיעור  . 4ℝ כל הרביעיות המסודרות של מספרים ממשיים הוא מרחב  שלאוסף   

-הראשון של נקודה במרחב האחרון שיעור ה
P

x , שיעור ה–לשיעור השני -
P

y , לשיעור

-השלישי שיעור ה
C

x  שיעור ה– ולשיעור הרביעי -
C

y.) ים אנחנו מתבוננאפשר לומר ש

 שבה הציר הראשון הוא בעל ארבעה ממדיםבמרחב ממשי כעת במערכת צירים קרטזית 

-ציר ה
P

x , ציר ה–הציר השני -
P

y ,הציר השלישי ציר ה-
C

x  ציר ה– והציר הרביעי -
C

y.(  

את המקום הגיאומטרי ש. 4ℝ הוא ישר במרחב )3(כל הפתרונות של מערכת של אוסף   ה

 של הישר האחרון למישור נליאורתוגו הוא ההיטל ה26משוואתו היה עלינו למצוא בפרק 

P P
x y .גם הוא ישר.  

  : נעלמים הגענו למערכת הבאה של חמש משוואות עם שישה28פרק ב  

 )4(                                                 2 2 36

3

3

A P

B P

A A

A B

A B

y y

x x

x y

x x

y y

=
 =


+ =
 =

 =

  

 כל  שלאוסף. ℓ-נסמן את קו זה ב. 6ℝאוסף כל הפתרונות של מערכת זו הוא קו במרחב 

ות במערכת המשוואות אות הראשונארבע המשוו המקיימות את 6ℝהנקודות במרחב 

- ומקביל לציר הℓממדי גלילי המכיל כל ישר החותך את הקו -האחרונה הוא משטח דו
B

y 

 של המשטח האחרון אורתוגונליההיטל ה.  ישר כזה אףת עלולא כולל אף נקודה שלא נמצא

למישור 
P P

x yשל הקו  אורתוגונלי וההיטל הℓ למישור האחרון מתלכדים זה עם זה  . 

בהסתמך  28הדבר מאפשר למצוא את המשוואה של המקום הגיאומטרי שבו מדובר בפרק 

    .)4( ארבע המשוואות הראשונות במערכתאך ורק על 
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  שינויים בכביש  .30

  

  

  .הייה לי כלב אשר ידע לספור עד שלוש.    כמה חבל שהחיים של כלבים כה קצרים

  ?ולאילו מסקנות אתם תגיעו לאחר שאספר על מה שהוא עשה לי? כיצד גיליתי שהוא מסוגל לזה

ומאוחר ארבע אחרי צהריים -בשלוש, מוקדם בבוקר:     בדרך כלל יצאתי עם הכלב שלוש פעמים ביום

הוא לא סלח ; אך היו גם ימים כשיצאתי לעבודה מוקדם בבוקר וחזרתי הביתה רק מאוחר בערב, בערב

את הטיול השני בערב הכלב דרש , פעמיים בערב לי שלא טיילנו אחרי צהריים והכריח אותי לצאת איתו

  ! איזה כלב חכם היה לי. בעוד חצי שעה לאחר שחזרנו מהטיול הראשון

, כן. אתם תחליטו שאני צוחק עליכם, יודע לספור עד שלוש'  אגיד שמישהו מתלמידי כיתה י    ואם אני

נמצא לעיתים קרובות הרבה מתחת למה שמצפים , מה שהישג מרשים לאחד. הכול יחסי בעולם זה

  . מאחר

זה אומר ,   אם במבחן במתמטיקה יש דרישות גבוהות ליכולת החשיבה של הנבחנים ולא רק לזיכרונם

, מי שמתלונן על מבחן קשה, לדעתי. זאת הבעת הכבוד, שלמחברי המבחן יש ציפיות גבוהות מהנבחנים

תכבד : "נודע בלטסר גרסיאן עליו ברגעי החולשה להיזכר בדבריו הבאים של סופר. לא מכבד את עצמו

 הנרי"ושייזכר בשורות הבאות מהמחזה ". את עצמך אם אתה רצה שאנשים אחרים יכבדו אותך

  :מאת וויליאם שייקספיר" רביעיה

                                   OOOO! the blood more stirs   the blood more stirs   the blood more stirs   the blood more stirs      
                                         To rose a lion than to start a hare!To rose a lion than to start a hare!To rose a lion than to start a hare!To rose a lion than to start a hare!    

  

  

  

  

יה  למצוא את המשוואה של המקום הגיאומטרי הנזכר בבעכשניסינו 25-28   בפרקים 

 השייכת Pשיעורים של נקודה שרירותית  הלענוסף : כל את הדבר הבאעשינו קודם 

 של למקום הגיאומטרי המדובר התבוננו גם בשיעורים של נקודות המשפיעות על מיקומה

ת לאחר מכן הרכבנו את מערכת המשוואו; משמעי-חדבאופן  וקובעות אותו Pנקודה 

 והשיעורים של הנקודות המשפיעות על Pנקודה שבהן הנעלמים היו השיעורים של 

  ). קבועים ידועים היולאשיעוריהן אלו מהן אשר של או רק (מיקומה 
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, אם. דיף לפתור אחרת משוואה של מקום גיאומטרי שאותן ע   קיימות גם בעיות למציאת

המקום  נעה לאורך Pהנקודה ר שאעגל שרדיוסו משתנה כבבעיה נזכר מ, לדוגמה

אם יכולה להועיל הוספת רדיוס המעגל אל קבוצת הנעלמים אז כדאי לבדוק , הגיאומטרי

או שימוש בתכונות / לפעמים הוספה כזו ו.שעבורם צריך להרכיב את מערכת המשוואות

 נקודות שיעורים של כמהבלי להתבונן בפתרון האת למצוא  של אורכי קטעים מאפשרים

 אם לקבוצת הנעלמים מוסיפים פחות איברים מאשר. Pנקודה של המשפיעות על מיקומה 

אל תשכחו שמספר .  לפתור את הבעיהיש להרכיב פחות משוואות כדיאז ,  ממנהמוציאים

מספר מ 1-קטן ב) בדרך כלל(ריך להיות  את הבעיה צהמשוואות במערכת שבעזרתה נפתור

  .נעלמים

      

  

מצאו את המקום הגיאומטרי של מרכזי המעגלים המשיקים מבחוץ למעגל . בעיה

2 2 2x y R+ 2yוגם משיקים לישר  = R=.  

  
  .ןדרך החשיבה ופתרו

  ?   מה צריך למצוא

צריך למצוא את המקום הגיאומטרי של  מרכזי המעגלים המשיקים מבחוץ למעגל    

2 2 2x y R+ 2y  וגם משיקים לישר = R=.  

 נקודה שרירותית השייכת למקום P- נסמן ב

  . גיאומטרי זה

בדרך  לפתור את הבעיה    אילו היינו מנסים

  דרך שבה פתרנו את הבעיות בפרקיםדומה ל

מיקומן של : היינו שואלים את עצמנו, 25-28

באופן  Pמיקום הנקודה אילו נקודות קובע את 

 הנקודה Py- וPx נוסף על שיעורי? משמעי-חד

P, בשיעורים של אילו עוד נקודות עלינו 

  ?  להתבונן

מיקומם : נו עונים על השאלה הראשונה כךיהי

O 

P 

Q 

E 

R  

2R  

y  

2y R=  

x  

r

r

R  
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 Qהשקה ה ושל נקודת E של נקודת ההשקה של שני המעגלים ,Oשל מרכז המעגל הנתון 

2yהישר של  וP שמרכזו בנקודה של המעגל R= ת את המיקום של משמעי-קובע חד

  .Pנקודה 

:  הנעלמים הבאיםשמונת משוואות עם שבעלאחר מכן היינו מנסים להרכיב מערכת של 

Px ,Py ,Ox ,Oy  ,Ex ,Ey  ,Qxו- Qy ; נקודה מכיוון שהשיעורים של (אוOעים ידו (– 

  .Qy -וPx ,Py ,Ex ,Ey  ,Qx:  הנעלמים הבאיםששת משוואות עם חמשמערכת של 

 שמונת משוואות עם שבעשל ננסה להרכיב מערכת לא . לא נפתור את הבעיה בדרך זו

קודם כל נוסיף אל קבוצת הנעלמים האחרונה את . נעשה משהו אחר. ל"עלמים הננה

מעגל הנתון מבחוץ וגם משיק ל ואשר משיק (P של המעגל שמרכזו בנקודה rהרדיוס 

2yישר ל R= .(הנעלמים החדשה חלק מאיבריהלאחר מכן ננסה להוציא מקבוצת  ,

בין הנעלמים במערכת משוואות . ר הנעלמיםא משוואות עם שולהרכיב מערכת שבה כמה

ממספר  1-וואות במערכת צריך להיות קטן במספר המש. r- וPx ,Pyזו צריכים להיות 

 Px ,Py הנעלמים  אולי נוכל אפילו להרכיב מערכת של שתי משוואות אך ורק עם.נעלמים

   .r-ו

 רכת זו ננסה להביע את האורך של קטע המרכזיםהמשוואות של מעאחת מ להרכיב כדי   

OPבאמצעות שלושה נעלמים אלו בשתי דרכים שונות  .  

, OP של שני המעגלים נמצאת בתוך הקטע E   הבה ניעזר קודם בכך שנקודת ההשקה 

  ולכן

                                                         OP OE EP= +   

  יםמהשוויון האחרון ומהשוויונ

                                                       EP r=,  OE R=  

  נובע כי

)1(                                                        OP R r= +  

  :מרחק בין שתי נקודות נקבלחישוב נוסחה לכעת בעזרת ה

)2(                           2 2 2 2( 0) ( 0)P P P POP x y x y= − + − = +  



 שיטות חשיבה בגיאומטריה אנליטית על המישור

  
    אין לצלם ולהעתיק ספר זה–כל הזכויות שמורות למיכאל בלאוסוב    © 

265

  :r- וPx ,Py נקבל את המשוואה הבאה עם הנעלמים , וכלל המעבר)2(, )1(על סמך שורות 

)3(                                                 2 2

P PR r x y+ = +  

ל את האורך "מהנעלמים הנות עוד באמצע ואולי Px ,Py,r ננסה להביע באמצעות  כעת

  .  בשתי דרכים שונותPQשל הקטע 

  :ונקבל ,P הוא רדיוס המעגל שמרכזו בנקודה PQהקטע שקודם ניעזר בכך    

)4(                                                             PQ r=   

  :לאחר מכן נשים לב כי מתקיים

)5(                                                            2Qy R=  

  -ו

)6(                                                             Q Px x=  

2y נמצאת על הישר Q מתקיים כי הנקודה )5(שוויון     R= . מתקיים כי הישר )6(שוויון 

PQמאונך לציר ה -x ] 2מכיוון שהוא מאונך לישרy R=) הזווית בין  :לפי המשפט

 אשר מקביל לציר ,) היא זווית ישרה,הנפגשים בנקודת ההשקה, משיק למעגל לבין רדיוס

  . ]x-ה

   להסיק כי  אפשר)6(- ו)5(ם על סמך שוויוני   

)7(                                                      | 2 |PPQ R y= −  

2yישר מעגל שמרכזו מעל  R= ואשר משיק לישר זה לא יכול להשיק למעגל אשר נמצא 

לכן .  על ישר זהגל המשיק לישר לא יכול להימצאמרכז המע, ועוד. כולו מתחת לישר זה

  :מתקיים

)8(                                                         2 0PR y− >  

   נובע כי )8(שוויון -מאי ו)7(משוויון 

)9(                                                        2 PPQ R y= −  

  :לים את המשוואה הבאהכלל המעבר מקבעל סמך  ו)9(- ו)4(ים מך שוויונעל ס
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)10(                                                       2 Pr R y= −                                                                                                                

   :כעת נוכל להתבונן במערכת הבאה

                                                   
2 2

2

P P

P

R r x y

r R y

 + = +


= −
  

זאת מערכת של שתי משוואות עם שלושה הנעלמים . )10(- ו)3(המורכבת ממשוואות 

  . r- וPx ,Py: הבאים

  .Py - וPxעלינו לקבל משוואה עם הנעלמים על סמך מערכת זו    

נקבל את ו, פי המשוואה השנייהוואה הראשונה של המערכת האחרונה לנציב במש   

  :המשוואה הבאה

)11(                                            2 23 P P PR y x y− = +                                                       

  :נקבלו,  נעלה את שני האגפים של המשוואה האחרונה בריבוע 

                                              2 2 2 29 6 P P P PR Ry y x y− + = +                                                  

  :                                                  המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה

)12(                                                 23 1

2 6
P Py R x

R
= −  

  .הבה נבדוק? )11( שקולה למשוואה )12(משוואה האם    

  .)12(אז הוא מקיים את משוואה , )11(ו מקיים את משוואה האם זוג מספרים סדור כלש   

  ? נכון גם ההפךהאם

  וא מקיים אז ה, )12( מספרים סדור כלשהו מקיים את משוואה אם זוג. הבה נברר   

  : או את המשוואה הבאה)11(את משוואה 

)13(                                            2 23 P P PR y x y− + = +  

 כי האגף הימני של משוואה ,האגף השמאלי של המשוואה האחרונה לא יכול להיות שלילי

 לא יכול )13( שעבורו מתקיימת משוואה Pyלכן ערך הנעלם . זו לא יכול להיות שלילי

 לא יכול )12( שעבורו מתקיימת משוואה Pyהנעלם  הערך של ,עם זאת. 3R-להיות קטן מ
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-להיות גדול מ
3

2
R .אז ,  מתקיימת)12( אם עבור זוג מספרים סדור כלשהו משוואה ,מכאן

עבור זוג  מתקיימת )12(משוואה מנאמר לעיל נובע שאם .  לא מתקיימת)13(עבורו משוואה 

  . עבורו גם כן מתקיימת)11(אז משוואה , מספרים סדור כלשהו

  קיבלנו כי 

  .)12( שקולה למשוואה )11( משוואה                                     

  מנאמר לעיל נובע כי 

23 פרבולה המיוצגת על ידי המשוואהההמקום הגיאומטרי המדובר הוא     1

2 6
y R x

R
= −  

 .  
  

2y לישר Pנקודה המרחק בין . הערה R=לפי הגדרת המרחק בין נקודה לישר,  שווה ,

חישוב  בעזרת הנוסחה ל)7(יכולנו לקבל את שוויון לכן . המורד לישר זהPQלאורך האנך 

1 בין נקודה dמרחק אפשר לחשב נזכיר כי . ישרלמרחק בין נקודה  1( , )x y  לישר 

: 0l ax by c+ +   : לפי הנוסחה הבאה=

                                                          
2 2

| |ax by c
d

a b

+ +
=

+
  

  :  בעזרת נוסחה זו נקבל

                       
2 2

| 0 1 2 |
| 2 | | 2 |

0 1

P P

P P

x y R
PQ y R R y

⋅ + ⋅ −
= = − = −

+
  

2yלישר  P ן הנקודהבימרחק ה לחישוב( R=השתמשנו במשוואה הבאה של ישר זה  :

0 1 2 0x y R⋅ + ⋅ − =.(   
   

את  מאפשר להקטין מרחק בין נקודה לישרחישוב בנוסחה ללפעמים שימוש נציין ש  

למצוא את יהיה נעלמים שעבורם צריך להרכיב את המערכת שבעזרתה אפשר המספר 

  .גיאומטריהמקום ההמשוואה של 
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1 לחכם די בשתי מילים:  'בחלק 
 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

                                                
  טיטוס מאקיוס פלאוטוס1

   

איזה : "' כיתה אתלמיד ,מטופליהמשאלה את אחד , רופאת ילדים ,    אשתי

  "? ביותרעור אהוב עליךיש

  . שיב הילדה" ,השיעור האחרון"

  

  
 תסביר להככל ש" , בשיעור מתלמידביקשתי   ",פסק לעזור לשכנה שלךה   "

  ".פחות היא תבין יותר

  

 



 ילים לחכם די בשתי מ: 'חלק ב
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  שמשוואתוישרעל   נמצאABC של משולש שווה שוקיים BC הבסיס .1 בעיה

1
1

4
y x= - לציר הBנקודה מהמרחק ; (7,7)בנקודה לש נמצא  של המשוAקודקוד ; +

yגדול פי שניים ממרחקה מציר ה -x . נקודה מצאו את השיעורים שלC.  

  .פתרוןהעקרונות 

 חיתוך של הישר שמשוואתו היא נקודת הBנקודה סיק כי עליכם להעל סמך הנתון בבעיה 

1
1

4
y x=  עם הישר שמשוואתו  +

1

2
y x= או   

1

2
y x= −.  

 או B(4,2):  לקבלעליכם. Bלאחר מכן עליכם למצוא את השיעורים של נקודה 

1 2
( 1 , )

3 3
B −.  

  .דרכים הבאותה להמשיך בשלוש כאן אפשרמ

  .'המשך א

 לאחר מכן ;BC ומאונך לישר A(7,7)מצאו את משוואת הישר העובר דרך הנקודה    

לקבל כי הישרים נחתכים בנקודה  עליכם. שני הישריםך של ומצאו את נקודת החית

לכן תוכלו למצוא את השיעורים של . BCהנקודה האחרונה היא אמצע הצלע . (8,3)

  . ת הנוסחאות לשיעורים של אמצע הקטער בעזCנקודה 

 או C(12,4): תשובה
1 1

(17 ,5 )
3 3

C.  

   .'במשך ה

מצאו את . Bנקודה  ואשר עובר דרך Aנקודה מצאו את משוואת המעגל שמרכזו ה   

כה להיות יאחת משתי נקודות אלו צר. BCנקודות החיתוך של המעגל האחרון עם הישר 

  .Cנקודה נקודת החיתוך השנייה היא . Bהנקודה 

  .' גהמשך 

 בהסתמך על ACמצאו את השיפוע של הישר לאחר מכן . ABמצאו את השיפוע של הישר 

  :השוויון הבא
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1 1

AC BC AB BC

AC BC AB BC

m m m m

m m m m

− −
= −

+ ⋅ + ⋅
   

  ).11- ו10פרקים ראו (

  .מצאו את המשוואה של ישר זה, AC את השיפוע של הישר שמצאתםלאחר 

 כשיעורי נקודת החיתוך של C לאחר מכן תוכלו למצוא את השיעורים של הנקודה

 .BC- וACהישרים 

   

  
  

)- וO ,(1,3)P(0,0) המשולש הם בנקודות אמצעי צלעות.  נתון משולש.2בעיה  3,1)Q −.  

  .משולשבמפגש התיכונים מצאו את השיעורים של נקודת   )א

 .אך לא שווה צלעות, חו כי המשולש הוא שווה שוקייםיהוכ  )ב

 .הוכיחו כי המשולש הוא ישר זווית  )ג

  .פתרוןהעקרונות 

 סמנו את הקודקוד שמול הצלע A -ב: ודקודי המשולש הנתון באופן הבאסמנו את ק) א   

ת הנקודה  את הקודקוד שמול הצלע שעליה נמצא- B-ב, O(0,0) הנקודה שעליה נמצאת

(1,3)P,וב -C -ת הנקודה נמצאמול הצלע שעליה  את הקודקוד ש( 3,1)Q − .  

  :התקבלו את המערכת הבא  בעזרת הנוסחאות לשיעורי אמצע הקטע 

                                                                           

)1.2(                                                 

3
2

0
2

1
2

A B

B C

A C

x x

x x

x x

+ = −


+
=


+

=

  

  
  :המערכת הבאה וגם את 
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 )2.2(                                                   

1
2

0
2

3
2

A B

B C

A C

y y

y y

y y

+ =


+
=


+

=

  

                                       

  :באההתקבלו את המערכת ו, 2- ב)1.2(כפילו כל משוואה של מערכת ה   

                                                      

6

0

2

A B

B C

A C

x x

x x

x x

+ = −


+ =
 + =

  

 ,תחסרו מהמשוואה השלישית של המערכת האחרונה את המשוואה הראשונה שלהאם    

  עליכם-שוואה השלישית את המשוואה השנייה  תתקבל תחברו אל המובמערכת אשר

  :לקבל את המערכת הבאה

                                                      

6

0

2 8

A B

B C

C

x x

x x

x

+ = −


+ =
 =

  

  :עליכם לקבל. )2.2(   פתרו את המערכת האחרונה ולאחר מכן את מערכת 

                                            (4,2)C, ( 4, 2)B − −, ( 2, 4)A −  

תקבלו את . ABCמשולש בם  את השיעורים של נקודת מפגש ההתיכוניM- ב   סמנו

  :ם הבאיםהשוויוני

                                            
2

3

A O
M

y y
y

+
=,  

2

3

A O
M

x x
x

+
=  

  :  לקבלעליכם. Mחשבו את שיעורי הנקודה בעזרת שני השוויונים האחרונים 

                                                             
2 1

( ,1 )
3 3

M −  
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חשבו את ,  אך לא שווה צלעות הוא שווה שוקייםABC להראות כי המשולש על מנת) ב   

   לקבל כיעליכם. ת של המשולשאורכי הצלעו

                                                       AB AC BC= <  

  .  לפתור את הבעיה בעזרת משפט הפוך למשפט פיתגורסאפשר) ג   

2 להוכיח את השוויון  כדי 2 2
BC AB AC=  תוכלו להיעזר באורכי הצלעות של +

  .     של הבעיה'  אשר תקבלו כאשר תפתרו את סעיף ב,המשולש

של הבעיה היא לחשב את השיפוע ' וספת לפתרון סעיף גדרך נ
AB

m של הישר AB , את

השיפוע 
AC

m של הישר ACולהראות כי מתקיים :  

                                                          1
AB AC

m m⋅ = −  

אז כדי לפתור , של הבעיה' ו את סעיף בלפני שתפתר' אם תפתרו בדרך האחרונה את סעיף ג

  . BC לא יהיה צורך לחשב את אורך הקטע 'לאחר מכן את סעיף ב

  

)נתונות הנקודות . 3בעיה  2, 2)A ,8)- ו− 2)B  Cמצאו את השיעורים של הנקודה . −

הנמצאת על הישר שמשוואתו 
1

3
2

y x= אם נתון כי נקודת מפגש התיכונים במשולש  +

ABC 2 נמצאת על ישר שמשוואתו 0x y− =.   

  .פתרוןה עקרונות

  . ABCמשולש בש התיכונים  את נקודת מפגN- ובAB את אמצע הקטע M-נסמן ב   

  .M(3,0):  לקבלעליכם. Mנקודה מצאו את השיעורים של 

:  מערכת של ארבע משוואות עם ארבעה הנעלמים הבאיםהרכיבו
C

x ,
C

y ,
N

xו -
N

y.  

 ורק אם היא להרכבת שתי משוואות היעזרו בכך שנקודה נמצאת על קו מסוים אך

כל שני : לפיושיעזרו במשפט  להרכבת שתי משוואות נוספות ה.משוואתואת מקיימת 

 לקודקוד גדול פי  כך שהקטע הקרוב,תיכונים במשולש מחלקים זה את זה לשני קטעים

  : לקבל את המערכת הבאהעליכם .שניים מהקטע הקרוב לצלע
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1
3

2

2 0

2 3

3

2 0

3

C C

N N

C
N

C
N

y x

x y

x
x

y
y

 = +


− =
+ ⋅

=


+ ⋅ =

  

  .C- וNכשתפתרו את המערכת תקבלו את שיעורי הנקודות 

  .C(6,6) :תשובה

  

ABCD ) AB של טרפז Aקודקוד . 4 בעיה CD� ( נמצא בנקודה(  של CDהצלע . −(2,6

8ישר שמשוואתו הטרפז נמצאת על  15 28 0x y− − הנקודה  . =
1

(7 ,8)
3

M היא נקודת 

מצאו את . ר" יח201-וה לשטח הטרפז שו. ABCDאלכסונים של הטרפז המפגש 

  .D- וB ,Cהשיעורים של הנקודות 

  

  .פתרוןה עקרונות

 כשיעורי נקודת Cנקודה ולאחר מכן את השיעורים של , ACמצאו את משוואת הישר    

  .C(26,12):  לקבלעליכם. CDהחיתוך של ישר זה עם הישר 

 קודההנגם השיעורים של יהיו ברשותכם  M- וAשיעורים של נקודות  הלענוסף כאשר 

C, תוכלו למצוא את היחס :CM MA .ם הבאיםלשם כך היעזרו באחד השוויוני:  

)1.4(                                      ,
1 1

A C A C
M M

x x y y
x y

λ λ
λ λ
+ +

= =
+ +

  

  כאן

                                                            
CM

MA
λ =      

2λ לקבל כי עליכם     של הטרפז גדול פי שניים CD  להסיק כי הבסיסמכאן אפשר. =

  . שלוABמהבסיס 
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 והמשוואה הכללית Aנקודה היעזר בכך שברשותכם השיעורים של כלו לו ת

8 15 28 0x y− − לאחר .  אורך הגובה של הטרפז הנתון לחשב אתכדי CDשל הישר  =

ם כו לחשב את סהטרפז ובגודל של שטח הטרפז כדיגובה של הכן תוכלו להיעזר באורך מ

  .אורכי הבסיסים שלו

 של שני סכומםל מהשני ומהו פי כמה אחד מהם גדו למצוא שני מספרים אם ידוע קל

, ABCDרפז ת הסכום של אורכי הבסיסים של הטלכן לאחר שתמצאו א.  המספרים

  : לקבלעליכם .תוכלו למצוא בקלות את אורכי הבסיסים של הטרפז

AB' יח17                                                           =  

CD' יח34                                                  )2.4(  =  

 CD היא נקודת החיתוך של הישר D אפשר להסיק כי הנקודה )2.4(בהסתמך על שוויון 

מצאו את משוואת המעגל האחרון ולאחר . 'ח י34 ורדיוסו C(26,12)עם המעגל שמרכזו 

): עליכם לקבל. CDמכן את נקודות החיתוך של מעגל זה עם הישר  4, 4)D −  או −

(56, 28)D.  

: - אפשר למצוא בהסתמך על כך שBאת שיעורי הנקודה  2 :1DM MB =.  

  

  

  

  

  

  

  

  

), B ,(26,12)C(13,14):  תשובה 4, 4)D − ) או − 17, 2)B − − ,(26,12)C ,(56, 28)D.  

A 

B 

C 

D 

M 
8 15 28 0x y− − = 

B 

y 

x 

D 
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 Aקודקוד , M(4,4.5)אלכסונים נמצאת בקודה  נקודת מפגש הABCDבמעוין . 5בעיה 

5yעל הישר נמצא  x= 8yעל הישר נמצא  Cקודקוד , + x= − - על ציר הD וקודקוד +

x . קודקוד יעורי מצאו את שB.  

  

  .פתרוןהעקרונות 

 ארבע להרכיב מערכת של לשם כך יש. C- וAנקודות עורי הראשית יש למצוא את שי   

:  הנעלמים הבאיםארבעתמשוואות עם 
A

x ,
A

y ,
C

xו - 
C

y.  

 Aנקודה ות הראשונה והשנייה במערכת זו אפשר להרכיב בהסתמך על כך שהמשוואת א  

5yת על הישר נמצא x= 8yת על הישר  נמצאCנקודה ש ו,+ x= − +.  

 M(4,4.5)כיב בהסתמך על כך שהנקודה  להרות השלישית והרביעית אפשרהמשוואאת 

  .ACהיא אמצע הקטע 

,A ,(6(2,7) לקבל כי את המערכת ותפתרו אותה עליכם   לאחר שתרכיבו  2)C.  

  למצוא את השיפועאפשר, C- וAהנקודות לאחר שמוצאים את שיעורי    
AC

m של 

 את השיפוע האחרון אפשר למצוא גם בעזרת שיעורי (ABCD במעוין ACהאלכסון 

 למצוא את השיפוע אחר כך אפשר. )C- וAשל אחת מהנקודות  והשיעורים Mהנקודה 

BD
m של האלכסון BD במעוין הנתון בהסתמך על כך שאלכסונים במעוין מאונכים זה 

  .לזה

 תוכלו למצוא את המשוואה של אלכסון ,BDע של האלכסון    כאשר תדעו את גודל השיפו

 Dמצאו את שיעורי הנקודה לאחר מכן . Mושיעורי הנקודה עזרת השיפוע שלו בזה 

ם לקבל כי עליכ. x- עם ציר הBDבהסתמך על כך שהיא נקודת החיתוך של הישר 

( 1.625,0)D −.  

 Bנקודה  תוכלו למצוא את השיעורים של Dלאחר שתמצאו את השיעורים של נקודה    

  .BD היא אמצע הקטע M(4,4.5)בהסתמך על כך שהנקודה 

  .B(9.625,9): תשובה

  

  



 שיטות חשיבה בגיאומטריה אנליטית 

  
    אין לצלם ולהעתיק ספר זה–כל הזכויות שמורות למיכאל בלאוסוב    © 

277

  

,2) של המעוין נמצא בנקודה Aקודקוד . ABCDנתון מעוין  .6בעיה  אחד מאלכסוני ; (4

4y על הישר המעוין נמצא x= מצאו את שיעורי . ר" יח24-שטח המעוין שווה ל. −

  .D- וB ,Cהנקודות 

  .פתרוןעקרונות ה

4yת על הישר  לא נמצאA(2,4) להראות כי הנקודה ראשית יש    x= להסיק מכאן  ו,−

  .ABCD של המעוין BDאלכסון שעל ישר זה נמצא 

 סימטרית  היא נקודהCנקודה  לכן .אלכסונים במעוין חוצים זה את זה ומאונכים זה לזה

  . BDישר  ביחס לA לנקודה

  .AC את משוואת הישר  למצוא קודם צריךCנקודה למצוא את השיעורים של   כדי

 ומאונך A(2,4) למצוא בהסתמך על כך שהוא עובר דרך הנקודה את משוואה זו אפשר

 םעליכ. ABCDמפגש אלכסוני המעוין  לאחר מכן תוכלו למצוא את נקודת .BD לישר

לאחר מכן תוכלו למצוא את שיעורי . M(5,1)לקבל כי אלכסוני המעוין נפגשים בנקודה 

,8)ם לקבל כי עליכ. AC היא אמצע הקטע Mנקודה  בהסתמך על כך שCנקודה  2)C −.  

  .BD צריך למצוא את אורך הקטע D- וBהנקודות כדי למצוא את שיעורי 

 בהסתמך על השוויון הבא עבור השטח  אפשר לעשות זאת
ABCD

S של המעוין ABCD:  

                                                         
2

ABCD

AC BD
S

⋅
=  

 עליכם לחשב קודם את ,BD   על מנת שתוכלו לחשב בעזרת שוויון זה את אורך הקטע 

  . ACאורך הקטע 

  : לקבלעליכם   

                                                       4 BD 'יח 2 =  

  מתוצאה זו ומהשוויון 

                                                          BM MD=  

  נובע כי

                                              2 BM' יח2 MD= =.  
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 כנקודות החיתוך D- וBהנקודות  אלו תוכלו למצוא את שיעורי לאחר שתקבלו שוויונים

:של הישר  4
BD

y x= −ℓ (5,1) עם המעגל שמרכזוM 2 ורדיוסו  במקום('  יח2

   .)עזר בנוסחה לחישוב מרחק בין שתי נקודות להילהתבונן במעגל האחרון אפשר

,B ,(3(7,3):  לקבלעליכם 1)D ,3) או − 1)B − ,(7,3)D. 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

)ה  נמצא בנקודהריבוע של Aקודקוד . ABCD ריבוענתון . 7בעיה  אחד ; −(1,6

5 על הישר  נמצאריבוע המאלכסוני 2y x=   .D- וB ,Cהנקודות מצאו את שיעורי . −

  .פתרוןהעקרונות 

 על  שנמצאABCD ריבועהאלכסון של הש להראות ראשית יש,   כמו בבעיה הקודמת

5ישר ה 2y x= לאחר מכן צריך למצוא את השיעורים של נקודת . BD הוא האלכסון −

 Cנקודה ורי ה בדרך שבה הוצע למצוא את שיעCמפגש אלכסוני הריבוע ושל הנקודה 

  .בבעיה הקודמת

  .C(4,5) וכי M(1.5,5.5)אלכסוני הריבוע נפגשים בנקודה עליכם לקבל כי    

 כנקודות החיתוך של הישר D- וB למצוא את השיעורים של נקודות ר מכן אפשרלאח

BD (1.5,5.5) עם מעגל שמרכזוMבר דרך נקודה ו ואשר ע( 1,6)A −.  

  .B ,(1,3)D(2,8) או B ,(2,8)D(1,3)ם לקבל כי עליכ

  

  

(2,4)A 

M 

(7,3)B 

(8, 2)C − 
(3, 1)D − 

4y x= − 

y 

x 

(2,4)A 

M 

(7,3)D 

(8, 2)C − 
(3, 1)B − 

4y x= − 

y 

x 

2 2
( 5) ( 1) 8x y− + − =
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,2)  נמצא בנקודהABCD של ריבוע Aקודקוד . 8 בעיה  של הריבוע נמצא Bקודקוד ; (4

  .D- וCמצאו את השיעורים של נקודות . (5,8)בנקודה 

  .'אפתרון עקרונות 

ם הנעלמים עסה להרכיב מערכת של שתי משוואות    ננ
D

xו -
D

y.  

  ?חייבת לקיים Dאילו תנאים נקודה :    נשאל את עצמנו

  : חייבת לקיים את שני התנאים הבאיםD   נקודה 

 1r           (                                          90BAD = °∡   

2r                                                   (       AD AB=  

  : ורק אם מתקיים מתקיים אך1r תנאי   

                                                         1
AB AD

m m⋅ = −   

  :בהסתמך על השוויון האחרון תקבלו את המשוואה הבאה

)1.8(                                               
44

1
3 2

D

D

y

x

−
⋅ = −

−
  

( 1,6)A − 

(2,8)D 

(4,5)C 

(1,3)B 

y 

x 
5 2y x= − 

(1.5,5.5)M 

( 1,6)A − 

(2,8)B 

(4,5)C 

(1,3)D 

y 

x 
5 2y x= − 

(1.5,5.5)M 
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  :ם לקבלעליכ. ABחשבו את אורך הקטע לאחר מכן 

AB'  יח5                                                      )2.8(  =   

  : ורק אם מתקיים מתקיים אך2rבהסתמך על השוויון האחרון תקבלו כי תנאי 

 )3.8(                                       2 2( 2) ( 4) 5D Dx y− + − =  

  :ם לקבלעליכ. )3.8(- ו)1.8(פתרו את המערכת המורכבת ממשוואות 

                                                     (6,1)D או ( 2,7)D −  

  . בעזרת הנוסחאות לשיעורים של אמצע קטעCנקודה אחר כך מצאו את שיעורי 

 נמצא Cאז קודקודו , (6,1)של הריבוע נמצא בנקודה  Dקודקוד עליכם לקבל שאם 

)של הריבוע נמצא בנקודה  Dקודקוד ואם ; (9,5)בנקודה   נמצא Cאז קודקודו , −(2,7

  .(1,11)בנקודה 

  

  .'פתרון בעקרונות 

 של כל הנקודות גיאומטריהלמקום  כנקודה משותפת Dנקודה נמצא את שיעורי ה   

 ולמקום הגיאומטרי של כל הנקודות במישור המקיימות 1rבמישור המקיימות את תנאי 

  .2rאת תנאי 

  ?ל"    מהו המקום הגיאומטרי הראשון הנ

התנאים שני  המקיים את )Aלהוציא הנקודה  (ℓזה הוא הישר    מקום גיאומטרי 

  .AB מאונך לישר ℓהישר ) ב, A עובר דרך נקודה ℓהישר ) א: הבאים

   לקבל כיעליכם. ℓ   מצאו את המשוואה של הישר 

                                                        
3 11

:
4 2

y x= − +ℓ      

  ?ל"מטרי השני הנ   ומהו המקום הגיאו

   לקבל כי מקום גיאומטרי זה הוא המעגל שמשוואתו  אפשר)2.8(   בהסתמך על שוויון 

                                                   2 2( 2) ( 4) 25x y− + − =.  



 שיטות חשיבה בגיאומטריה אנליטית 

  
    אין לצלם ולהעתיק ספר זה–כל הזכויות שמורות למיכאל בלאוסוב    © 

281

)- ו(6,1) והמעגל האחרון נחתכים בנקודות ℓראו כי הישר ה      סיקו מכאן כיה.  −(2,7

                                                      (6,1)D או ( 2,7)D −.  

  . בדרך המתוארת לעילCמצאו את שיעורי הנקודה 

  

  

  

) נמצא בנקודה ABCD של ריבוע Aקודקוד . 9בעיה   של הריבוע Cקודקוד ; −(1,1

  .D- וBמצאו את השיעורים של  הנקודות . (6,2)נמצא בנקודה 

  .פתרוןעקרונות ה

 כשיעורי נקודות החיתוך של האנך האמצעי D- וB   מצאו את השיעורים של הנקודות 

  .המעגל שהקטע הוא קוטרושל  וACלקטע 

,B , (3(2,5): תשובה 2)D ,3) או − 2)B − ,(2,5)D  

  

  

3הוכיחו כי הישר שמשוואתו . 10בעיה   2y x= קטע המחבר את הנקודות   חותך את ה−

(1, 4)A(2,3)- וB.  

  .פתרוןהעקרונות 

 ואילו הנקודה , מתחת לישר הנתוןת   הוכיחו כי אחת משתי הנקודות הנתונות נמצא

  .  השנייה נמצאת מעל ישר זה

  

  

0.75 שמשוואתו  נמצאת על ישרABCD של מעוין ABהצלע . 11בעיה  2.25y x= + .

 A בין נקודה המרחק.  נמצאות ברביע הראשוןD- וAנקודות . ' יח5אורך הצלע הוא 

גובה המעוין .  נמצאת בתוך המעויןE(3,5)הנקודה. ' יח10-לראשית הצירים שווה ל

  .CD- וAD ,BCשוואות של הישרים ממצאו את ה. ' יח1.4-שווה ל
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  . פתרוןהעקרונות 

 והיא נקודת החיתוך של הישר שמשוואתו , נמצאת ברביע הראשוןA   נקודה 

0.75 2.25y x=   .' יח10 עם המעגל שמרכזו ראשית הצירים ורדיוסו +

)- ו(1,3)שני הקווים נחתכים בנקודות שהראו  3.16, 0.12)− בהסתמך על הנאמר לעיל . −

  . A(1,3)סיקו כי ה

 ונמצא במרחק של AB מקביל לישר CDסיקו כי הישר הנתון בבעיה הבהסתמך על    

  :AB של הישר הקבלו את המשוואה הכללית הבא.  ממנו' יח1.4

)1.11(                                                3 4 9 0x y− + − =  

המשוואה הבאה של את  קבלו ,CDהישר על הנאמר לעיל על בהסתמך על משוואה זו ו

  :הישר האחרון

                                                         3 4 0x y c− + + =  

  : הוא מספר המקיים את השוויון הבאcרשמו שכאן ו

                                                      
2 2

| 9 |
1.4

( 3) 4

c +
=

− +
  

   : היאCDקבלו מכאן כי משוואת הישר 

)2.11(                              3 4 2 0x y− + − 3 או = 4 16 0x y− + − =  

 כלומר היא נמצאת מתחת לאחד מהם ,CD- וAB נמצאת בין הישרים E(3,5)   הנקודה 

ציבו את שיעורי לשם כך ה. AB נמצאת מעל הישר E(3,5)הראו כי הנקודה . ומעל השני

ציבו את לאחר מכן ה. עליכם לקבל מספר חיובי. )1.11(הנקודה באגף השמאלי של משוואה 

  . )2.11(ורי הנקודה באגף השמאלי של כל אחת מהמשוואות הרשומות בשורה שיע

3 באגף השמאלי של המשוואה  Eנקודה כאשר תציבו את שיעורי     4 2 0x y− + − = 

 נמצאת מעל הישר שמשוואתו Eנקודה מכאן עליכם להסיק כי . ספר חיוביתקבלו מ

3 4 2 0x y− + − = .  
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3 באגף השמאלי של המשוואה  Eנקודה כאשר תציבו את שיעורי    4 16 0x y− + − = 

 נמצאת מתחת לישר שמשוואתו Eנקודה  מכאן עליכם להסיק כי .ספר שליליתקבלו מ

3 4 16 0x y− + − =  .  

    על סמך התוצאות עליכם להסיק כי המשוואה הבאה היא משוואה כללית של הישר 

CD :  

)3.11(                                                3 4 16 0x y− + − =  

אגף שמאלי של המשוואה  בEנקודה ר הייתם מציבים  את השיעורים של    אילו כאש

  .אז הייתם חייבים להסיק כי לבעיה אין פתרון,  הייתם מקבלים מספר חיוביהאחרונה 

 עם המעגל CDתוך של הישר י והיא נקודת הח, נמצאת ברביע הראשוןD   נקודה 

פתרו את המערכת המורכבת ממשוואת . ' יח5 ורדיוסו A(1,3)שמרכזו הוא הנקודה 

לקבל את זוגות המספרים אתם חייבים . CD של הישר )3.11(המעגל האחרון וממשוואה 

,1.24)- ו(4,7): הבאים   . D(4,7)סיקו כי סתמך על הנאמר לעיל הבה. −(3.68

המשוואה הבאה היא . ADתוצאה זו תוכלו למצוא את משוואת הישר לאחר שתגיעו ל   

  :ורשת של הישר האחרוןמפמשוואה ה

                                                               
4 5

3 3
y x= +   

 קבלו את המשוואה.  ממנו' יח1.4 ונמצא במרחק של AD מקביל לישר BC   הישר 

  :AD של הישר ההכללית הבא

                                                          4 3 5 0x y− + − =    

המשוואה הבאה של את  קבלו ,BC הישר על הנאמר לעיל עלבהסתמך על משוואה זו ו

  :הישר האחרון

                                                         4 3 0x y c− + + =  

  : הוא מספר המקיים את השוויון הבאcרשמו שכאן ו

                                                     
2 2

| 5 |
1.4

( 4) 3

c +
=

− +
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  : היאBCקבלו מכאן כי משוואת הישר 

                                  4 3 2 0x y− + + 4 או = 3 12 0x y− + − =  

ד תחת לאח כלומר היא נמצאת מ,BC- וAD נמצאת בין הישרים E(3,5)   הנקודה 

  .AD נמצאת מתחת לישר E(3,5) הראו כי הנקודה. מהם ומעל השני

4 נמצאת מתחת לישר שמשוואתו  Eנקודה  הראו כי לאחר מכן  3 12 0x y− + −  ומעל =

4הישר שמשוואתו  3 2 0x y− + + 4סיקו כי המשוואה מכאן ה. = 3 2 0x y− + + = 

  .      BCמייצגת את הישר 

                                                                                                                              

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 y-על ציר הנמצא  Bקודקוד  ,(3,7) נמצא בנקודה Aקודקוד  ABCDבריבוע . 12בעיה 

  .A ,B ,C ,Dמצאו את השיעורים של הקודקודים . x- על ציר הCקודקוד ו

  .פתרוןהעקרונות 

  . שיפועיש ABלכן לישר ) ?למה. (x- לא מאונכת לציר הABCD של הריבוע AB   הצלע 

A

B 
E 

C 

D 

2 2( 1) ( 3) 25x y− + − = 

2 2 10x y+ = 

3 4 2 0x y− + − = 

3 4 16 0x y− + − = 

4 3 12 0x y− + − = 
3 4 9 0x y− + − = 

4 3 5 0x y− + − = 

4 3 2 0x y− + + = 

x 

y 
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, m- בABלכן אם נסמן את השיפוע של הישר . (3,7)דרך הנקודה בר  עוAB    הישר 

  :נגיע למשוואה הבאה של ישר זה

                                                        7 ( 3)y m x− = −.  

  :חרונה שקולה למשוואה הבאההמשוואה הא

)1.12(                                               3 7y mx m= − +  

 )1.12(מכאן ומהמשוואה . y- עם ציר הAB היא נקודת החיתוך של הישר B   נקודה 

  נובע כי

 )2.12(                                         3 7
B

y m= − + ,   0
B

x =  

  :   מתקיים

                                                                 0m ≠  

  וגם

                                                              AB BC⊥  

  )   ?למה(

  לכן 

)3.12(                                                       
1

BC
m

m
= −  

  :BC מקבלים את המשוואה הבאה של הישר )3.12(- ו)2.12(   על סמך שורות 

                                                   
1

3 7 ( 0)y m x
m

+ − = − −  

  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה

)4.12(                                               23 7x my m m= − − +  

 נובע )4.12(אה ומכאן וממשו. x- עם ציר הBC היא נקודת החיתוך של ישר C   נקודה 

  כי
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 )5.12(                                          0
C

y = ,     23 7
C

x m m= − +  

אם . BC וגם את אורך הקטע AB את אורך הקטע m להביע באמצעות כעת אפשר   

ABעזר לאחר מכן בשוויון ינ BC=,נקבל משוואה עם נעלם  m .קבלו אותה בעצמכם .

  :ם לקבל את המשוואה הבאהעליכ

                                      2 2 2 29 9 ( 3 7) ( 3 7 )m m m m+ = − + + − +  

  :אותהנפתור 

                                      2 2 2 29 9 ( 3 7) ( 3 7 )m m m m+ = − + + − +  

                                                                           ⇕  

                                         2 2 2 29( 1) ( 3 7) ( 3 7)m m m m+ = − + + − +  

                                                                           ⇕  

                                              2 2 29( 1) (3 7) ( 1)m m m+ = − +  

                                                                           ⇕  

                                             2 2 2(3 7) ( 1) 9( 1) 0m m m− + − + =  

                                                                           ⇕  

                                                 2 2 2( 1)[(3 7) 3 ] 0m m+ − − =   

                                                                           ⇕  

                                         2( 1)(3 7 3)(3 7 3) 0m m m+ − − − + =  

                                                                           ⇕  

                                             2( 1)(3 10)(3 4) 0m m m+ − − =  

   מכאן 

)6.12(                                                 
10

3
m  או  =

4

3
m =.  

  .C- וB לקבל את השיעורים של נקודות  אפשר)6.12(- ו)5.12(, )2.12(כעת על סמך שורות  
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 אמצע  בעזרת נוסחאות לשיעוריD למצוא את השיעורים של נקודה לאחר מכן אפשר

  .קטע

  

,0): ובהתש 3)B − ,( 10,0)C − , ( 7,10)D ,B ,(4,0)C ,(7(0,3) או − 4)D.  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

לכסונים בריבוע אסתמך על כך שה גם בהm להרכיב משוואה עם נעלם אפשר. הערה

  .חוצים זה את זה ומאונכים זה לזה

  

  

  

 עובר דרך BCהישר ; E(8,6)עובר דרך נקודה  ABהישר. ABCDנתון מלבן . 13בעיה 

,9)נקודה  1)F ,2) עובר דרך נקודה CDהישר ; − 2)G  דרך נקודה  עוברADהישר ; −

(1,5)H ;לצירי השיעוריםצלעות המלבן לא מקבילות  .  

  . הוא ריבועABCDהוכיחו כי המלבן   )א

AB ' יח10: גם נתון  )ב   .ABCDמצאו את השיעורים של קודקודי הריבוע . =

  

  

(3,7)A 

(0, 3)B − 

B(0,3) 

( 10,0)C − C(4,0) 

( 7,10)D − 

D(7,4) 

y 

x 
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  . 'סעיף אל פתרוןהעקרונות 

  .שתי צלעות סמוכות במלבן הנתון שוות זו לזועליכם להוכיח כי    

    

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :ופעלו בדרך הבאה, m-ב AB סמנו את השיפוע של הישר 

  : ABקבלו את המשוואה הבאה של הישר ) א   

                                                        6 ( 8)y m x− = −  

  : ולאחר מכן את המשוואה הבאה של ישר זה

)1.13(                                           8 6 0mx y m− + + − =  

  :CDקבלו את המשוואה הבאה של הישר ) ב

                                                      2 ( 2)y m x+ = −  

  :ולאחר מכן את המשוואה הבאה של ישר זה

)2.13(                                         2 2 0mx y m− + + + =  

A 

B 

C 

D 

(8,6)E 

(9, 1)F − 
(2, 2)G − 

(1,5)H 

x 

y 
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  :BCקבלו את המשוואה הבאה של הישר ) ג

                                                      
1

1 ( 9)y x
m

+ = − −  

  :ולאחר מכן את המשוואה הבאה של ישר זה

)3.13(                                             9 0x my m+ + − =  

  :ADקבלו את המשוואה הבאה של הישר ) ד

                                                      
1

5 ( 1)y x
m

− = − −  

  :ולאחר מכן את המשוואה הבאה של ישר זה

 )4.13(                                           5 1 0x my m+ − − =  

חק ר המכדי לחשב אתאך , BC שווה לאורך הקטע CD- וABהמרחק בין הישרים ) ה

  בין הישריםdמרחק חישוב להיעזר בנוסחה הבאה לגם   אפשרCD- וABבין הישרים 

1 0ax by c+ + 2- ו= 0ax by c+ + =:  

 )5.13(                                              1 2

2 2

| |c c
d

a b

−
=

+
  

  קבלו כי )2.13(- ו)1.13(בעזרת נוסחה זו ובהסתמך על משוואות 

)6.13(                            
2 2 2

| (8 6) (2 2) | | 6 8 |

( ) 1 1

m m m
BC

m m

− − + −
= =

− + +
   

   כי)5.13( קבלו בעזרת נוסחה )4.13(- ו)3.13(בהסתמך על משוואות ) ו

)7.13(                            
2 2 2

| ( 9) ( 5 1) | | 6 8 |

1 1

m m m
AB

m m

− − − − −
= =

+ +
.  

  :  נובע כי מתקיים)7.13(- ו)6.13(משורות 

                                                            AB BC=.  

  .מכאן המלבן הנתון הוא ריבוע
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  . ' בסעיףל פתרוןעקרונות ה

  : והנתון בבעיה קבלו את המשוואה הבאה)7.13(על סמך שורה 

                                                       
2

| 6 8 |
10

1

m

m

−
=

+
  

  :תקבלו את המשוואה הבאה. בריבוע) את שני אגפיה(עלו את המשוואה האחרונה ה

                                                     
2

2

(6 8)
100

1

m

m

−
=

+
   

וגם השיפוע של  (AB של הישר mכאשר תפתרו את המשוואה האחרונה תקבלו כי שיפוע 

-שווה ל) CDהישר 
3

4
− :  

)8.13(                                                  
3

4
m = −  

חר שתקבלו את לא. ABCD הריבוע  שללאחר מכן תוכלו למצוא את משוואות צלעותיו

עורי נקודות  כשיD- וA ,B ,C את שיעורי הנקודות תוכלו למצוא, משוואות אלו

  .החיתוך של ישרים מתאימים

,A ,(12,3)B ,(6(4,9): ' לסעיף בתשובה 5)C − ,( 2,1)D −.  

  

  .  המלבן הנתון נמצאות על צלעותH- וE ,F  ,G להראות כי הנקודות אפשר. הערה

   נובע מטענהABCD של הריבוע ABת על הצלע  נמצאE(8,6)נקודה ה שהטענה

  ,E(8,6)  עובר דרך הנקודהABהישר                                   

  :ם הבאיםמאי השוויוניו, המתקיימת על פי הנתון בבעיה

                                                          
A E B

x x x< <  .  

 עליכם , D- וA ,B ,Cיעורי הנקודות בלי להיעזר בשאם ברצונכם להוכיח זאת    

 H- וF ואילו הנקודות ,AD- וBC נמצאות בין הישרים G- וEלהוכיח כי הנקודות 

  . CD- וABנמצאות בין הישרים 
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,1) והעובר דרך הנקודות x-מצאו את משוואת המעגל המשיק לציר ה. 14 בעיה 2)A - ו−

( 1, 4)B − −.  

  .פתרוןהעקרונות 

)   משוואת המעגל שמרכזו  , )M a b ורדיוסו Rהיא   

                                                  2 2 2( ) ( )x a y b R− + − =   

רכיבו שלוש ה. R- וa ,b: לכן הבעיה הנוכחית היא בעיה עם שלושה הנעלמים הבאים

  .משוואות עם שלושה נעלמים אלו

,1)רכיבו בהסתמך על כך שנקודות את שתי המשוואות הראשונות ה    2)A )- ו− 1, 4)B − − 

  . ות על המעגל הנתוןנמצא

 הביאו. x-ר הרכיבו בהסתמך על כך שהמעגל משיק לציאת המשוואה השלישית ה    

גם אז ,  ועובר דרך נקודה הנמצאת מתחת לציר זהx-בחשבון שאם מעגל משיק לציר ה

  .x-מרכז המעגל נמצא מתחת לציר ה

  : תקבלו תהיה שקולה למערכת הבאה  מערכת המשוואות אשר

                                                 

2 2 2

2 2 2

( 1) ( 2)

( 1) ( 4)

a b R

a b R

R b

 − + + =


+ + + =
 = −

  

 ,שוואה השנייה של המערכת האחרונה את המשוואה הראשונה שלהשתחסרו מהמלאחר 

תקבלו את , וגריים וכינוס איברים דומיםובמשוואה אשר תתקבל תבצעו פתיחת ס

  :המערכת הבאה

                                                

2 2 2( 1) ( 2)

4 4 12 0

a b R

a b

R b

 − + + =


+ + =
 = −

        

  :המערכת האחרונה שקולה למערכת הבאה
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2 2 2( 1) ( 2)

3

a b R

a b

R b

 − + + =


= − −
 = −

  

פי המשוואות השנייה והשלישית לכאשר תציבו במשוואה הראשונה של המערכת האחרונה 

  :תקבלוכאשר תפתרו משוואה זו . bעלם משוואה ריבועית עם הנתקבלו , שלה

                                                  2b = 10b או − = −  

  .R ואת aמצאו את  bעבור כל אחד מערכים אלו של 

2: תשובה 2( 1) ( 2) 4x y+ + + 2 או = 2( 7) ( 10) 100x y− + + =  

  

  

2 מצאו את משוואות המשיקים למעגל. 15בעיה  2( 2) ( 4) 25x y− + − המקבילים  =

4לישר  3 0x y+ =.  

  
  .' אפתרוןעקרונות ה

4   מצאו את משוואת הישר העובר דרך מרכז המעגל הנתון ומאונך לישר  3 0x y+ = .

  לקבל את שתיעליכם.  הישר האחרון עם המעגללאחר מכן מצאו את נקודות החיתוך של

), (5,8): הנקודות הבאות צאו את משוואת הישר ששיפועו מ. −(1,0
3

4
 ואשר עובר דרך −

  הואגםהישר ששיפועו מצאו את משוואת לאחר מכן . (5,8)נקודה 
3

4
 עובר דרך אך הוא −

)נקודה    . למצוא התבקשתםאת משוואותיהםשני הישרים הם המשיקים ש. −(1,0

3: תשובה 4 47 0x y+ − = ,3 4 3 0x y+ + =.  

  

  .' בפתרוןהעקרונות 

2 משיק למעגל ℓ   ישר  2( 2) ( 4) 25x y− + − 3 ומקביל לישר = 4 0x y+  ורק אם  אך=

- שווה לℓישר השיפוע של ) א: שני התנאים הבאיםהוא מקיים את 
3

4
 ℓלישר ) ב; −

  . קודה אחת משותפתולמעגל הנתון יש נ
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     על סמך התנאי הראשון מסיקים כי

                                                       
3

:
4

y x n= − +ℓ  

ה יש  ורק אם למערכת הבאעגל הנתון יש נקודה אחת משותפת אךלישר האחרון ולמ   

  ): שני פתרונות שווים-וליתר דיוק (פתרון יחיד 

                                              
2 2

3

4

( 2) ( 4) 25

y x n

x y

 = − +

 − + − =

  

קבלו את המערכת ו, פי המשוואה הראשונה שלהו במשוואה השנייה של מערכת זו לציבה

  :הבאה

                                 
2 2

3

4

3
( 2) ( 4) 25

4

y x n

x x n

 = − +

 − + − + − =


  

  :משוואה הבאההראו כי המשוואה השנייה במערכת האחרונה שקולה ל

                                     2 225 (32 24 ) (16 128 80) 0x n x n n+ − + − − =  

  :ם לקבלעליכ. וואה הריבועית האחרונה של המש∆דיסקרימיננטה  החשבו את 

                                         21024 11264 9024n n∆ = − + +  

∆0פתרו את המשוואה    :ם לקבל כיעליכ. =

                                                   
47

4
n   או =

3

4
n = −  

משוואה של אחד המשיקים למעגל הנתון המקבילים לישר ה   מכאן תוכלו להסיק כי 

3 4 0x y+ א  הי=
3 47

4 4
y x= −  ואילו המשוואה של המשיק השני היא   +

3 3

4 4
y x= − −.  
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 עשויה הכרתה, מהדרך הראשונהבהרבה הבעיה ארוכה אף על פי שהדרך השנייה לפתרון    

  .     לסייע לכם בעתיד

  

  .' גפתרוןהעקרונות 

2ל  משיק למעגℓ   ישר  2( 2) ( 4) 25x y− + − 3 ומקביל לישר = 4 0x y+  ורק אם  אך=

 מיוצג על ידי משוואה כללית מן הצורה ℓהישר ) א: הוא מקיים את שני התנאים הבאים

3: הבאה 4 0x y c+ +  ולמעגל הנתון שווה לרדיוס ℓמרחק בין מרכז המעגל לישר ה) ב; =

  . המעגל

  :משוואה הבאהעליכם להגיע ל  

                                                     
2 2

| 3 2 4 4 |
5

3 4

c⋅ + ⋅ +
=

+
   

  תקבלו כישר תפתרו את המשוואה האחרונה כא

                                                      47c = 3c  או − =  

  .מכאן תגיעו אל התשובה הרשומה לעיל

  

  

  

ל  המיתר המחבר את שתי נקודות הנמצאות ע היא אמצעM(10,4)הנקודה . 16 בעיה

אליפסה שמשוואתה 
2 2

1
625 25

x y
+   .מצאו את השיעורים של קצוות המיתר.  =

  

  . פתרוןהעקרונות 

1-   אם תסמנו את קצוות המיתר  ב 1( , )A x y2- ו 2( , )B x y ,אן בדרך תוכלו להמשיך מכ

  :ההבא

  .1x ,1y ,2x ,2y: מערכת של ארבע משוואות עם ארבעה הנעלמים הבאיםהרכיבו    
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ות על  נמצאB- וAרכיבו בהסתמך על כך שהנקודות את שתי המשוואות הראשונות ה

האליפסה שמשוואתה 
2 2

1
625 25

x y
+ רכיבו בהסתמך על את שתי המשוואות הבאות ה . =

  :מערכת הבאההם לקבל את עליכ. AB היא אמצע הקטע M(10,4)כך שהנקודה 

)1.16(                                                

2 2

1 1

2 2

2 2

1 2

1 2

1
625 25

1
625 25

10
2

4
2

x y

x y

x x

y y


+ =




+ =


+ =
 + =


  

  :ים הבאותהדרכמכאן תוכלו להמשיך בשתי 

  

  

  .'המשך א 

ובמשוואה הרביעית של , 2xבודדו את של המערכת האחרונה    במשוואה השלישית 

יבו במשוואה השנייה של המערכת לפי המשוואות צלאחר מכן ה; 2yבודדו את מערכת זו 

  : לקבל את המערכת הבאהכםעלי. אות השלישית והרביעיתתקבלו מהמשוושי

)2.16(                                   

2 2

1 1

2 2

1 1

2 1

2 1

1
625 25

(20 ) (8 )
1

625 25

20

8

x y

x y

x x

y y


+ =


− −

+ =


= −
 = −

  

   המערכת פתרו את



 ילים לחכם די בשתי מ: 'חלק ב

  
    אין לצלם ולהעתיק ספר זה–כל הזכויות שמורות למיכאל בלאוסוב    © 

296

)3.16(                                  

2 2

1 1

2 2

1 1

1
625 25

(20 ) (8 )
1

625 25

x y

x y


+ =


− − + =



  

  

 החסירו:  בדרך הבאה)2.16(ות של מערכת הראשונ המורכבת משתי המשוואות

או את  (1xבודדו את ו, אשונה שלה את המשוואה הר)3.16(מהמשוואה השנייה של מערכת 

1y (אה תוצאה אשר תקבלו במשווהפי לאחר מכן הציבו ל. במשוואה אשר תתקבל

או עם הנעלם  (1y תקבלו משוואה ריבועית עם הנעלם .הראשונה של המערכת המדוברת

1x .(אני מקווה שמכאן תוכלו להמשיך בעצמכם.  

  

  .'בהמשך 

   : בדרך הבאהAB   מצאו את השיפוע של הישר 

תקבלו .  את המשוואה הראשונה שלה)1.16(רו מהמשוואה השנייה של המערכת יחסה    

  :את המשוואה הבאה

                                                 
2 2 2 2

2 1 2 1 0
625 25

x x y y− −
+ =     

  :משוואה זו שקולה למשוואה הבאה

)4.16(                           2 1 2 1 2 1 2 1( )( ) ( )( )

25 625

y y y y x x x x− + − +
= −      

  :באה שקולה למשוואה ה)1.16(השלישית במערכת המשוואה 

)5.16(                                                2 1 20x x+ =         

  : שקולה למשוואה הבאה)1.16(אה הרביעית במערכת  המשוו

)6.16(                                                 2 1 8y y+ =  

  :תקבלו את המשוואה הבאה. )6.16(- ו)5.16(פי משוואות  ל)4.16(ציבו במשוואה ה
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                                                2 1 2 18( ) 20( )

25 625

y y x x− −
= −  

  :המשוואה האחרונה שקולה למשוואה הבאה

                                                     2 1
2 1

10

x x
y y

−
− = −  

2 -כאשר תחלקו את המשוואה האחרונה ב 1( )x x− ,תקבלו:  

                                                         2 1

2 1

1

10

y y

x x

−
= −

−
  

  :מכאן עליכם להסיק כי

)7.16(                                                   0.1
AB

m = −  

 והשיעורים של ABשיפוע של הישר ה יהיו ברשותכם )7.16(לאחר שתקבלו את שוויון    

 ולאחר מכן את ABישר תוכלו למצוא את משוואת ה. ות עליוהנמצאאחת הנקודות 

 כשיעורי נקודות החיתוך של ישר זה עם האליפסה B- וAהשיעורים של הנקודות 

  .הנתונה

 המיתר של האליפסה  היא לא אמצעM   לאמתו של דבר עליכם עוד להבהיר כי הנקודה 

10xהמונח על הישר  = .  

  .(20,3), (0,5): תשובה

  

  

  

  

 באליפסה שמשוואתה  .17בעיה 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ נתון כי צירי האליפסה לא .  חסום מלבן=

  .הוכיחו שכל צלע של המלבן הנתון מקבילה לאחד מצירי האליפסה. 1שווים זה לזה

  

  

                                                
 .כלומר נתון כי האליפסה אינה מעגל 1
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  .פתרוןהעקרונות 

  : הוכיחו את הטענה הבאהראשית

            

  

  

  

  כי)  צורך עבור פתרון הבעיה הנוכחיתן בזהאך אי(להוכיח אפשר לאמתו של דבר 

                        

  

  

  

  

 את הדרישה שלפיה הנקודה הנזכרת בטענה זו נמצאת )1.17(שאם נוציא מטענה גם נציין 

  .  ה נכונה טענ שוב נקבל–האליפסה בתוך 

 הנמצאת בתוך האליפסה Mתבוננו בנקודה שרירותית ה)1.17( להוכיח את טענה כדי   

 היא אמצעו נמצא בנקודה M של מיתר שהנקודה יוהנתונה ותניחו שאחד מקצוות

1 1( , )x y 2 בנקודה – והקצה השני 2( , )x y .חו כי מתקייםילאחר מכן הוכ:  

                                      2 1 1 2 2 1 1 2

2 2

( )( ) ( )( )y y y y x x x x

b a

− + − +
= −  

  . הבעיה הקודמתו את הנאמר בפתרוןקרא, אם תתקשו בכך

  את הנקודות  היא אמצע הקטע המחברMהסתמך על השוויון האחרון ועל כך שנקודה    ב

1 1( , )x y2- ו 2( , )x y ,כי מתקייםהוכיחו :  

)2.17(                                      2 1 2 1

2 2

( ) ( )
M M

y y y x x x

b a

− −
= −                           

1: מתקיים) א: תבוננו במקרים הבאיםה, )2.17(   לאחר שתוכיחו את שוויון  2x x= 

,0
M

y 1: מתקיים)  ב≠ 2x x≠ 0 וגם
M

y 0: מתקיים) ג; ≠
M

x ≠ ,0
M

y =.  

שמשוואתה עבור כל נקודה שנמצאת בתוך האליפסה 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ ואינה , =

 . שהנקודה היא אמצעו ויחידקיים מיתר אחד, מתלכדת עם ראשית הצירים

)1.17(  

האליפסה שמשוואתה עבור כל נקודה שנמצאת בתוך 
2 2

2 2
1

x y

a b
+ ואינה , =

ה היא  מיתר אחד שהנקוד לא יותר מאשרקיים, מתלכדת עם ראשית הצירים

 .אמצעו
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1 ף מיתר של האליפסה שעבורו מתקיים אאין כי )2.17(חו בעזרת שוויון י   הוכ 2x x= 

,0
M

y ≠.  

1 במקרה שבו מתקיים    2x x≠ 0 וגם
M

y   : את השוויון הבא)2.17(בלו משוויון תק, ≠

                                                      
2

2 1

2

2 1

M

M

y y b x

x x a y

−
= −

−
  

-יעזרו בכך שקיים ישר אחד ויחיד ששיפעו שווה לן הלאחר מכ
2

2

M

M

b x

a y
  ואשר עובר דרך −

  .  נתונהMנקודה 

0 יין שעליכם גם להוכיח שאם מתקיים   נצ
M

x ≠ ,0
M

y אז המיתר באליפסה הנתונה , =

שמשוואתו   היא אמצעו נמצא על הישרM דהשהנקו
M

x x= .הוכיחגם את זה תוכלו ל 

  .)2.17(בעזרת שוויון 

   להוכיח כיתוכלו )1.17(   לאחר שתוכיחו את טענה 

  .נקודת המפגש של אלכסוני המלבן הנתון מתלכדת עם ראשית הצירים          )3.17(

 הם נקודות  המלבן הנתוןקודקודישעליכם להיעזר בכך , )3.17(טענה   לאחר שתוכיחו את 

תבוננו ה. 2למעגל כלשהו שמרכזו נמצא בראשית הציריםמשותפות לאליפסה הנתונה ו

  :במערכת הבאה

)4.17(                                                

2 2

2 2

2 2 2

1
x y

a b

x y R


+ =


 + =

                       

  :וגם במערכת הבאה

)5.17(                                                  2 2

2

1
u v

a b

u v R

 + =

 + =

  

                                                
מכיוון , קודקודיו של כל מלבן נמצאים על אותו מעגל שמרכזו הוא נקודת המפגש של אלכסוני המלבן 2

 .שאלכסוני המלבן שווים זה לזה וחוצים זה את זה
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2:  בעזרת ההצבה הבאה)4.17(את המערכת האחרונה מקבלים ממערכת (
x u= ,2y v=(.  

לאחר מכן הראו שאם זוג המספרים הסדור .  יש פתרון יחיד)5.17(הוכיחו כי למערכת 

0 0( , )u v אז, זו הוא פתרון של מערכת משוואות   

0:  יש ארבעה פתרונות שונים זה מזה אך ורק אם מתקיים)4.17(למערכת   )א 0u > 

0וגם  0v >;  

0: אם מתקיים  )ב 0u 0 וגם < 0v 0:  הם)4.17(מערכת  הז פתרונותא, < 0( , )u v ,

0 0( , )u v− ,0 0( , )u v−0- ו 0( , )u v− −.  

  

  

  

הוכיחו כי לא קיימת על האליפסה . 18 בעיה
2 2

1
100 64

x y
+  אף נקודה שממנה רואים =

)בזווית ישרה את הקטע המחבר את הנקודות  7,0)A   . B(7,0)- ו−

  .  פתרוןהעקרונות 

 בזווית ישרה AB   הוכיחו כי המקום הגיאומטרי של כל הנקודות שמהן רואים את הקטע 

2שמשוואתו ) B- וAלהוציא הנקודות (הוא מעגל  2 49x y+ לאחר מכן ). 12ראו פרק  (=

מערכת המורכבת מהמשוואה האחרונה וממשוואת האליפסה הנתונה אין אף הראו כי ל

  .פתרון

  

  

  

.  הן בסיסיוCO- וAB והצלעות, טרפז שווה שוקייםהוא  ABCOמרובע ה. 19 בעיה

.  AB של הטרפז גדול פי שלושה מהבסיס COהבסיס .  היא ראשית הציריםOהנקודה 

2x נמצא במרחקים שווים מן הישר ABCO של הטרפז Aקודקוד  =  ומן הנקודה −

מצאו את המקום הגיאומטרי של . Oנקודה  מימין לx- נמצא על ציר הCקודקוד , (2,0)

  .ל"את התנאים הנ המקיימיםבטרפזים נקודות מפגש האלכסונים 
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  .פתרוןהעקרונות 

רכת של חמש בו מערכיה. ABCO את נקודת מפגש האלכסונים בטרפז P-סמנו ב

:  הנעלמים הבאיםמשוואות עם ששת
P

x ,
P

y ,
A

x ,
A

y ,
C

x ,
C

y .ם לקבל את עליכ

  :המערכת הבאה

                                                      

2 8

0

3

4

3

4

2

A A

C

A C
P

A C

P

C P

y x

y

x x
x

y y
y

x x


 =


=
 +

=


+
=


=

  

  

במשוואה  ו,פי המשוואה החמישית שלה זו לציבו במשוואה השלישית של מערכתה

  :תקבלו את המערכת הבאה. הרביעית לפי המשוואה השנייה

                                                            

                                                     

2 8

0

3 2

4

3

4

2

A A

C

A P
P

A
P

C P

y x

y

x x
x

y
y

x x


 =


=
 +

=



=


=

  

בודדו את 
A

x את במשוואה השלישית של המערכת האחרונה ו
A

y של במשוואה הרביעית 

בדרך . ערכת הראשונה של המתקבלו במשוואההתוצאות שפי לציבו הלאחר מכן . מערכתה

  .תקבלו את המשוואה של המקום הגיאומטרי המדוברזו 
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2פרבולה : תשובה 3y x=) להוציא ראשית הצירים(.   

  

  . מ" ס6מ ורוחבו " ס8אורכו שנתון מלבן  .20בעיה 

מהו המקום הגיאומטרי של כל הנקודות במישור שסכום ריבועי מרחקיהן מצלעות המלבן 

p) 0p-גדול ב   .אלכסוני המלבןשל ריבוע מרחקיהן מנקודת המפגש מ) <

  

  .פתרוןהעקרונות 

הבה נתבונן במערכת הצירים שבה קודקודי .    בבעיה זו לא נתונה שום מערכת צירים

)המלבן נמצאים בנקודות  4,3)− ,(4,3) ,(4, )- ו−(3 4, 3)− -במערכת צירים זו ציר ה. −

x ציר ה, מ" ס6ורכןהמלבן הנתון שא חוצה את צלעות-y חוצה את צלעות המלבן 

  .אלכסוני המלבןשל מפגש ראשית הצירים נמצאת בנקודת הו, מ" ס8ן שאורכ

      במערכת הצירים שבה בחרנו המקום הגיאומטרי המדובר הוא האוסף של כל הנקודות 

  :במישור המקיימות את המשוואה הבאה

                    2 2 2 2 2 2( 4) ( 4) ( 3) ( 3)x x y y x y p− + + + − + + = + +                                                          

(2,0) 

A B 

C O 
( ,0)

P
x 

2x = − 

2 8y x= 
2 3y x= 

P 

x 

y 
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  :קולה למשוואה הבאההמשוואה האחרונה ש

                                                        2 2 50x y p+ = −  

50pאם : תשובה אז המקום הגיאומטרי הנתון הוא המעגל שמרכזו נמצא בנקודת , <

50pאם ; מפגש אלכסוני המלבן  הגיאומטרי הנתון הוא נקודת מפגש אז המקום, =

0אם ; אלכסוני המלבן 50p< 0pפי הנתון ל (> אז המקום הגיאומטרי המדובר הוא , )<

  .קבוצה ריקה

  

  

  

 מצאו את משוואת המקום הגיאומטרי של מרכזי המעגלים המשיקים לישר .21בעיה 

yשמשוואתו  x=ומקצים על ציר ה -y יח2 את הקטע שאורכו '.  

  . פתרוןעקרונות ה

נסמן ,  של מעגל שרירותי המקיים את כל התנאים הנזכרים בבעיהו את מרכזP- בןנסמ   

yאת הנקודה שבה הישר שמשוואתו  A-ב x=וב, משיק למעגל זה -B  נקודת את

 של נקודת החיתוך השנייה של y- שלה גדול משיעור הy-יעור הששהחיתוך של המעגל 

  .  ציר זהעם המעגל 

 יינו יכולים למצוא את שיעוריה, B- וA   אילו היו נתונים השיעורים של הנקודות 

: שישה הנעלמים הבאיםלהרכיב מערכת של חמש משוואות עם לכאורה עלינו . Pודה הנק

P
x ,

P
y,

A
x ,

A
y ,

B
x,

B
y ,נוכל  ,מרחק בין נקודה לישרחישוב יעזר בנוסחה לאך אם נ

 מרשימת הנעלמים ולנסות להרכיב מערכת של שלוש A הנקודה להוציא את שיעורי

 : הנעלמים הבאיםהמשוואות עם ארבע
P

x ,
P

y ,
B

x,
B

y .  את אחת המשוואות אפשר

0: לרשום מיד
B

x  להרכיב שתי יששל פתרון הבעיה בשלב הבא נובע כי הנאמר מ. =

 כאשר מעגלים שרדיוסיהם משתניםבהרבה בעיות שבהן נזכרים , לעומת זאת. משוואות

המקום הגיאומטרי עדיף להוסיף את הרדיוסים אל קבוצת נעה לאורך  Pהנקודה 

  .הנעלמים

 הנעלמים ו מערכת של ארבע משוואות עם חמשתרכיבוה, ס המעגל את רדיוR-בסמנו לכן 

: הבאים
P

x ,
P

y ,
B

x,
B

y,R .ידאת אחת המשוואות אפשר לרשום מ, כפי שכבר אמרנו .
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0: זאת המשוואה הבאה
B

x מערכת ל להגיע עליכם. שלוש משוואות לכם להרכיב נותר. =

  :הבאה

                                         2 2 2

| |

2

( ) ( )

0

1

P P

B P B P

B

B P

x y
R

x x y y R

x

y y

− =
 − + − =
 =


= +

  

  .שקולה לההמערכת לאו 

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  :המקום הגיאומטרי המדוברשל    על סמך מערכת זו תוכלו לקבל את המשוואה הבאה 

                                                    
2

2 ( )
1

2

P P
P

x y
x

−
+ =    

  :לה למשוואה הבאההמשוואה האחרונה שקו

                                                 2 22 2
P P P P

x x y y+ − = −  

2:    תשובה 22 2x xy y+ − = −                                                                                   

P 

A 

R 

(0, 1)
P

B y + 

(0, 1)
P

y − 

(0, )
P

y 

y x= 

x 

y 

2 
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 x- מצאו את משוואת המקום הגיאומטרי של מרכזי המעגלים המשיקים לציר ה.22בעיה 

yומקצים על ישר שמשוואתו  x=  יח2קטע שאורכו '.  

  .פתרוןהעקרונות 

רכי קטעים כיצד בעזרת שימוש בתכונות של אושוב  להדגים כדיבעיה זו חיברתי    

מספר הנעלמים שעבורם צריך להרכיב את תים להקטין ובנוסחאות למרחקים אפשר לע

  .למצוא את המשוואה של מקום גיאומטריאפשר  שבעזרתןמשוואות 

שתי משוואות עם שלושה הנעלמים של נסו להרכיב מערכת שלהלן ובציור תבוננו ה   

 , R: הבאים
P

x,
P

y .   

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

     חישוב מרחק בין נקודה לישר ובשוויוןיעזרו בנוסחה ללשם כך ה

                                                    2 2 2
BM MP BP+ =.  

  :מערכת הבאהלהגיע ל עליכם. אשר מתקיים לפי משפט פיתגורס

P 

A 

R 

B 

y x= 

x 

y 

2 

2 

M 
R 

O 
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                                             2

2 2

| |

| |
1

2

P

P P

y R

x y
R

=

 − 

+ =  
 

  

מרחק בין חישוב בלי להשתמש בנוסחה לנה במערכת זו תוכלו להגיע משוואה הראשול   

  . קודה לישרנ

2: תשובה 22 2x xy y− − = −  

  

 בזווית Oאם בציור האחרון נסובב את צירי השיעורים סביב ראשית הצירים . הערה

שיעור הראשון  את הX- בנסמן.  נקבל את הבעיה הקודמת, בניגוד לכיוון השעון135°

את השיעור השני במערכת זו . במערכת הצירים אשר נבנתה על ידי הסיבוב המתואר לעיל

 המקום  שלהמשוואה הבאה לרשום את  אפשר21בעיה התשובה לבהסתמך על . Y-נסמן ב

    :22הגיאומטרי המתואר בבעיה 

)1.22(                                                  2 22 2X XY Y+ − = −  

אם 
E

Xה  הוא השיעור הראשון של נקודE ו,החדשה במערכת הצירים -
E

Y הוא השיעור 

 במערכת הציריםE הנקודה שיעוריהם אז מ, השני של הנקודה במערכת צירים זו

מהם השיעורים ? המקורית
E

xו -
E

y של הנקודה E?  

 135° בזווית O סביב ראשית הצירים OEבבו את הווקטור וסשאלה זו  לענות על כדי   

ענו על ו, קטור אשר יתקבל באמצעות הסיבובוו את סוף הF-סמנו ב. השעון בכיוון

 לבין שיעורי ה במערכת הצירים החדשEנקודה מהו קשר בין שיעורי :  הבאההשאלה

  ? במערכת הצירים המקוריתFנקודה 

  :  התשובה לשאלה זו היא

                                                     , ,
E F E F

X x Y y= =  

  מכאן 

                              [cos( 135 ) sin( 135 )]( )
E E E E

X iY i x iy+ = − ° + − ° +  

  :כימקבלים  על סמך השוויון האחרון 



 שיטות חשיבה בגיאומטריה אנליטית 

  
    אין לצלם ולהעתיק ספר זה–כל הזכויות שמורות למיכאל בלאוסוב    © 
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2 2

( ), ( )
2 2

E E E E E E
X x y Y x y= − − = − +  

  םלפי השוויוני )1.22( וואהכאשר תציבו במש

                                      
2 2

( ), ( )
2 2

X x y X x y= − − = − +  

2שקולה למשוואה התקבלו משוואה  22 2x xy y− − =   .20 הרשומה בתשובה לבעיה −

  

  ?מדוע חשוב לי לציין זאת    

  .  מקום להתפתחות נוספתיש תמידהזכיר ש    כדי ל

  


